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V delu je predstavljena uporaba metamaterialov za namene znizˇevanja hrupa na po-
drocˇju akustike in strukturne dinamike. Preko obravnave osnovnega gradnika oz. ba-
zne celice, ki sestoji iz osnovne strukture in resonatorja, so obravnavane lastnosti ne-
skoncˇnega 2D periodicˇnega metamateriala. Ob pravilni zasnovi je le-ta sposoben for-
mirati pasovno zavrnitveni filter (PZF) v zˇeljenem frekvencˇnem obmocˇju, kjer prosto
sˇirjenje valovanj ni dovoljeno. PZF smo identificirali s pomocˇjo disperzijskih krivulj,
ki smo jih izracˇunali z uporabo direktnega in inverznega pristopa. Preracˇunan koncept
metamateriala se je kasneje tudi izdelal s pomocˇjo FFF tehnike 3D tiskanja. Izracˇunano
in izmerjeno frekvencˇno obmocˇje PZF se zadovoljivo ujemata. Ob masnem razmerju
resonatorja in osnovne strukture 0.1 je metamaterial v obmocˇju PZF zmozˇen hrup

















This thesis describes metamaterials for noise reduction in acoustics and structural
dynamics. Through analysis of the unit cell of a 2D periodic metamaterial consisting
of the base structure and carefully placed resonating structures, the dynamic characte-
ristics of the whole structure were obtained via dispersion curves. Appropriately sized
metamaterials can exhibit band gaps in which free wave propagation is not allowed.
Band gaps were identified via dispersion curves which were calculated using a direct and
inverse approach. Metamaterial design was also manufactured using FFF 3D printing
technique. A good agreement between calculated and measured band gap frequency
region was identified. 4 dB stronger noise reduction was measured by metamaterial
with a mass ratio of 0.1 between resonators and base structure compared to only its
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C N s m−1 dusˇilna matrika
D(ω) N dinamska matrika sistema
di m bazni translacijski vektor osnovne bazne celice
E MPa Elasticˇni modul
f Hz hercˇna frekvenca
f N vektor sil generaliziranih prostostnih stopenj
G MPa Strizˇni modul
h m debelina plosˇcˇe
kx, ky m
−1 komponenti valovnega vektorja
k m−1 valovni vektor
K N m−1 togostna matrika
Lx, Ly m dolzˇina bazne celice
Mx,My,Mxy N m m
−1 notranji specificˇni moment plosˇcˇe
M kg masna matrika
q m vektor pomikov generaliziranih prostostnih stopenj
Qx, Qy N m
−1 notranja specificˇna sila plosˇcˇe
p MPa zunanje kontinuirana obremenitev plosˇcˇe
r m krajevni vektor
t s cˇas
ti m
−1 bazni translacijski vektor reciprocˇne bazne celice
U m skalarna funkcija pomikov plosˇcˇe v x smeri
V m skalarna funkcija pomikov plosˇcˇe v y smeri
v m, rad vektor prostostnih stopenj koncˇnega elementa
w m skalarna funkcija pomikov plosˇcˇe v z smeri
ϵij / komponenta tenzorja specificˇnih deformacij
η / koeficient histereznega dusˇenja
θx, θy rad zasuk plosˇcˇe
µx, µy m
−1 komponenti vektorja sˇirjenja valovanja
µ m vektor sˇirjenja valovanja
ΛL / leva reducirna matrika
ΛR / desna reducirna matrika
ρ kg m−3 Poissonov kolicˇnik
σij MPa komponenta napetostnega tenzorja
ν / Poissonov kolicˇnik
ψ rad smer sˇirjenja valovanja







EVP problem lastnih vrednosti (”eigenvalue problem”)
FFF ”fused filament fabrication”
FRF frekvencˇno prenosna funkcija
IBZ nereducirna Brillouinova cona
MM metamaterial





Uvedba lahkih struktur v razlicˇna podrocˇja strojniˇstva in sˇirsˇe, kot so avto industrija,
energetika, bela tehnika ipd., so rezultat predvsem raznih ekonomskih in ekolosˇkih
zahtev, s katerimi se morajo inzˇenirji spopadati na vsakodnevni ravni. Ena od vecˇjih
negativnih posledic uvedbe tankih in lahkih struktur v vsakodnevne stroje in produkte
je njihova slaba vibroakusticˇna izolativnost, ki hitro privede do poviˇsanega nivoja hru-
pnosti izdelkov. Raven hrupnosti komercialnih izdelkov je danes strogo regulirana, zato
kupci iz dneva v dan zaostrujejo in postavljajo nove zahteve, ki se ticˇejo akusticˇnih
emisij. V zadnjih letih se v znanstvenih sferah precej pozornosti posvecˇa eni izmed
mozˇnih resˇitev, ki bi lahko pripomogla k nizˇanju hrupnosti izdelkov. To so tako ime-
novani vibroakusticˇni metamateriali. Metamateriali so skrbno nacˇrtovane geometrijske
strukture na makro nivoju, z efektivnimi materialnimi lastnostmi, ki jih v naravi ne
najdemo. Njihova uporaba se je sprva uveljavila na podrocˇju elektromagnetizma (ne-
gativni lomni kolicˇnik, cloaking, valovna vodila ...), kasneje pa se je zacˇela uveljavljati
tudi na podrocˇju akustike in elastodinamike. Na podrocˇju vibroakustike metamateriali
v osnovi sestojijo iz osnovne strukture in primerno razporejenih lokalnih resonatorjev,
s pomocˇjo katerih je mogocˇe dusˇiti hrup zvocˇnega vira v tocˇno dolocˇenem frekvencˇnem
podrocˇju.
1.2 Cilji naloge
Cilj naloge je preracˇunati in izdelati delujocˇ metamaterial, ki bo dusˇil hrup v zˇeljenem
frekvencˇnem obmocˇju. Sam proces preracˇuna in izdelave metamateriala je bil locˇen na
tri glavne sklope, ki hkrati sledijo tudi poglavjem te magistrske naloge.
V poglavju 2 so predstavljene glavne teoreticˇne osnove, ki jih potrebujemo za fizikalno
razumevanje problema. Opisana je teorija lastnih nihanj sistemov z vecˇ prostostnimi
stopnjami, metoda koncˇnih elementov, teorija obravnave neskoncˇnih periodicˇnih struk-
tur in metode izracˇuna periodicˇnih struktur. V poglavju 3 je predstavljena zasnova in
preracˇun izbranega koncepta metamateriala. Opisani in komentirani so osnovni koraki,
ki nas privedejo do koncˇnega izracˇuna disperzijskih krivulj metamateriala z uporabo
inverznega in direktnega pristopa. V 4. poglavju pa je predstavljen eksperimentalni
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del magistrske naloge. Opisane so vse meritve, ki so bile potrebne za identifikacijo
materialnih lastnosti PLA plastike, predstavljen je proces 3D tiska metamateriala in
meritve vpada ravni hrupnosti zvocˇnega vira cˇez metamaterial.
2
2 Teoreticˇne osnove in pregled lite-
rature
2.1 Uvod v metamateriale
Na podrocˇju strukturne dinamike in akustike nas zanimajo metamateriali (MM), ki so
zmozˇni kreirati pasovno zavrnitvene filtre (PZF). PZF je v najbolj osnovnem pomenu
frekvencˇno podrocˇje, v katerem metamaterial teoreticˇno ne dopusˇcˇa prostega sˇirjenja
valovanja. Znotraj taksˇnih frekvencˇnih obmocˇij lahko pricˇakujemo mocˇno slabljenje
vibracij in hrupa, ki prihajajo iz okolice.
PZF je z vibroakusticˇnimi metamateriali fizikalno gledano mocˇ kreirati prek dveh
razlicˇnih mehanizmov. Prvi uporabljen fizikalni princip na tem podrocˇju je Braggovo
sipanje (ang. Bragg Scattering) [1]. Zanj je znacˇilno, da je periodicˇna struktura me-
tamateriala sestavljena iz osnovnih gradnikov, ki vsebujejo visoke impedancˇne spre-
membe (na primer hipne spremembe v masi, gostoti ...). Slednje povzrocˇi Braggovo
sipanje valovnih dolzˇin, ki so primerljive karakteristicˇni dolzˇini osnovnih gradnikov me-
tamateriala (imenovanih tudi bazne celice). Braggovo sipanje je fizikalni efekt, kjer se
prihajajocˇi val in odbiti val (zaradi visokega impedancˇnega preskoka v mediju) delno
ali popolnoma iznicˇita, pri tem pa pride do destruktivne interference znotraj PZF.
Slaba lastnost tega fizikalnega principa PZF je, da ni primeren za konstruiranje PZF
v nizˇjih frekvencˇnih podrocˇjih, saj bi za taksˇen frekvencˇni spekter hitro potrebovali
debele strukture vecˇjih dimenzij, kar pa unicˇuje prvoten namen konstruiranja metama-
terialov [2]. V nadaljevanju bomo tak tip filtra imenovali interferencˇni PZF.
Drug fizikalni mehanizem deluje na principu lokalnih resonanc. V tem primeru ima
struktura periodicˇno namesˇcˇene lokalne resonatorje. Resonancˇni PZF za delovanje ni
odvisen od periodicˇnosti, temvecˇ od fizicˇnega razmaka med resonatorji na strukturi.
Ta mora biti po velikostnem redu nekajkrat nizˇji od valovnih dolzˇin v mediju, ki jih
zˇelimo slabiti [3]. Poleg tega je pogoj za nastanek PZF tudi ne-nicˇelna rezultantna sila,
ki jo mora resonator s svojo resonancˇno lastno obliko inducirati na osnovno strukturo
MM [3]. Resonancˇni PZF, ki se kreira okoli lastne frekvence resonatorjev, je rezultat
Fano tipa interference [4] med prihajajocˇimi valovi in radiiranimi oz. preusmerjenimi
valovi v protifazi, ki prihajajo iz resonatorjev. Prednost tega fizikalnega principa je, da
je mozˇno kreirati PZF v frekvencˇnih podrocˇjih, ki so veliko nizˇje od limitne frekvence
Braggovega sipanja. Sama konstrukcija resonancˇnih MM je lahko tudi lazˇja in tanjˇsa
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od interferencˇnih MM, zlasti pri nizˇjih frekvencah. Slaba lastnost resonancˇnih MM pa
je, da lahko izven frekvencˇnega podrocˇja PZF slabljenje vibracij in akusticˇnega hrupa
tudi mocˇno poslabsˇamo [5].
Potrebno je poudariti, da je pri konstruiranju MM mozˇno kreirati PZF, ki slabi va-
lovanja v vseh smereh zˇeljenega frekvencˇnega podrocˇja, ali pa le v dolocˇenih smereh.
V okviru magistrske naloge bomo imeli opravka z 2D periodicˇnimi MM, katerih kon-
strukcija bo spominjala na plosˇcˇo z dodanimi lokalnimi resonatorji. Zanimal nas bo
predvsem PZF, ki slabi valovanje upogibnih valovanj plosˇcˇe v ravnimi periodicˇnosti
strukture. Upogibna nihanja oz. valovanja plosˇcˇ, sten, lupin itd. so namrecˇ pogosto
glavni vir akusticˇnega hrupa struktur [6].
2.2 Osnove lastnih nihanj sistemov vecˇ prostostnih
stopenj
V okviru tega poglavja predpostavimo, da smo zˇe izpeljali ali kako drugacˇe pridobili
gibalne enacˇbe opazovanega sistema z vecˇ prostostnimi stopnjami, kot prikazuje enacˇba
(2.1), kjer je uposˇtevan viskozni model dusˇenja.
M q¨(t) +C q̇(t) +K q(t) = f(t) (2.1)
Kjer jeM masna matrika sistema, C dusˇilna matrika, K togostna matrika, q(t) in f(t)
pa predstavljata vektorja generaliziranih pomikov in vzbujevalnih sil. Pri resˇevanju
enacˇb predpostavimo harmonski odziv [7], zato lahko nastavek resˇitve zapiˇsemo v
obliki, kot ga prikazujeta enacˇbi (2.2) in (2.3).
q(t) = q eiωt (2.2)
f(t) = f eiωt (2.3)
Kjer q predstavlja vektor amplitud generaliziranih pomikov, f vektor amplitud gene-
raliziranih vzbujevalnih sil, ω in t pa predstavljata vzbujevalno krozˇno frekvenco ter
cˇas. Cˇe nastavka uporabimo v enacˇbi (2.1) in enacˇbo nekoliko uredimo, dobimo enacˇbo
(2.4).
(−ω2M+ iωC+K)q = f (2.4)
Enacˇbo (2.4) lahko zapiˇsemo tudi v obliki, kot jo prikazuje enacˇba (2.5), kjer Dˆ(ω)
predstavlja dinamsko matriko sistema.
Dˆ(ω) q = f (2.5)
Dˆ(ω) = −ω2M+ iωC+K (2.6)
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V okviru magistrske naloge nas zanima predvsem iskanje lastnih frekvenc in oblik sis-
tema. Lastne frekvence so lastnosti sistema in nam povejo, s kaksˇnimi frekvencami
nihanja se lahko dinamski sistem odzove na neke zacˇetne pogoje ob odsotnosti vzbuje-
valnih sil [8]. Vsaki lastni frekvenci pripada natancˇno ena lastna oblika sistema, ki nam
pove, s kaksˇno obliko opazovani sistem pri dani lastni frekvenci niha. Lastne frekvence
in oblike lahko poiˇscˇemo tako, da vektor generaliziranih sil enacˇimo z nicˇ in poiˇscˇemo
netrivialno resˇitev sistema enacˇb. Netrivialno resˇitev sistema enacˇb dobimo, ko velja
enacˇba (2.7) [7]. Slednji problem navadno prevedemo na resˇevanje problema lastnih
vrednosti, ki ga je s staliˇscˇa numerike bolj stabilen.
det (Dˆ(ω)) = 0 (2.7)
2.3 Metoda koncˇnih elementov
Metoda koncˇnih elementov je aproksimativna metoda za resˇevanje parcialnih diferen-
cialnih enacˇb in je ena najbolj razsˇirjenih in uporabljenih metod za resˇevanje razlicˇnih
fizikalnih problemov v tehniki. V nasˇem primeru bomo to metodo uporabili za pri-
dobitev masne in togostne matrike M in K. V naslednjih poglavjih bomo operirali z
geometrijskimi oblikami, ki jih lahko poenostavimo na sestav plosˇcˇ. V ta namen bo
teorija koncˇnih elementov na kratko predstavljena za primer konstrukcijskega elementa
plosˇcˇe.
2.3.1 Kirchhoffova teorija tankih plosˇcˇ
Pri izpeljavi koncˇnega elementa bomo izhajali iz Kirchhoffove teorije tankih plosˇcˇ, ki jo
bomo predstavili v nadaljevanju. Sama teorija izhaja iz naslednjih predpostavk [9,10]:
– Neobremenjena plosˇcˇa lezˇi v ravnini x− y, smer z pa kazˇe v smeri debeline plosˇcˇe.
– Debelina plosˇcˇe je v primerjavi z ostalima dimenzijama plosˇcˇe majhna.
– Nevtralna ravnina je na sredini plosˇcˇe.
– Polje pomikov se po debelini plosˇcˇe ne spreminja (pomiki niso funkcija koordinate
z).
– Relativne specificˇne deformacije γxz in γyz so zanemarljive.
– Relativna normalna specificˇna deformacija εzz je zanemarljiva, prav tako normalna
napetost σzz.
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Slika 2.1: Notranje normalne in strizˇne napetosti ter kontinuirana obremenitev p
(levo), ter notranji specificˇni momenti in specificˇne precˇne sile (desno) v tankih
plosˇcˇah po Kirchohoffovi teoriji.
Zaradi predpostavljenih malih rotacij in pomikov lahko za vsako materialno tocˇko
zapiˇsemo pomike v x smeri z enacˇbo (2.8), pomike v y smeri pa z enacˇbo (2.9).
U = −z αx = −z ∂w
∂x
(2.8)
V = −z αy = −z ∂w
∂y
(2.9)
Kjer sta U in V skalarni funkciji pomikov v x in y smeri, αx in αy rotaciji okoli osi x
in y, w pa predstavlja skalarno funkcijo pomikov v z smeri. Ukrivljenosti plosˇcˇe kx, ky













Na podlagi predpostavk in zapisanih enacˇb lahko osnovne enacˇbe, ki povezujejo pomike
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Kjer εxx in εyy predstavljata normalni specificˇni deformaciji v x in y smeri, γxy pa
predstavlja strizˇno deformacijo v ravnini x− y. Po Kirchhoffovi teoriji plosˇcˇ lahko na
podlagi Hookovega zakona zapiˇsemo napetosti v ravnini x−y z enacˇbami (2.16)-(2.18).
σxx =
E
1− ν2 (εxx + ν εyy) (2.16)
σyy =
E
1− ν2 (εyy + ν εxx) (2.17)
τxy = G γxy (2.18)
Kjer σxx in σyy predstavljata normalne napetosti v x in y smeri, τxy pa predstavlja
strizˇno napetost v ravnini x−y. E, G in ν so materialne konstante Hookovega zakona in
predstavljajo elasticˇni modul, strizˇni modul ter Poissonov kolicˇnik (povezava med tremi
materialnimi konstantami je G = E/(2(1+ ν))). Na sliki 2.1 lahko vidimo normalne in
strizˇne napetosti v x− y ravnini, ki delujejo na robu plosˇcˇe. Po viˇsini z se spreminjajo
linearno, tako da na nevtralni ravnini ne dobimo nobenih napetosti. Cˇeprav smo
strizˇne deformacije γxz in γyz zanemarili, lahko po tej teoriji strizˇne napetosti τxz in
τyz sˇe vedno izracˇunamo. τxz in τyz se po debelini plosˇcˇe spreminjata kvadraticˇno, kot
prikazuje slika 2.1. Na sliki 2.1 imamo prikazane tudi notranje specificˇne momente













Kjer h predstavlja debelino plosˇcˇe. Cˇe v enacˇbah (2.19)-(2.21) uposˇtevamo enacˇbe za
definicijo napetosti (2.16)-(2.18), in nadalje vstavimo v dobljene enacˇbe sˇe definicije
ukrivljenosti, ki so opisane z enacˇbami (2.10)-(2.12), dobimo enacˇbe notranjih momen-
tov [10]:
Mx = D(kx + ν ky) (2.22)
My = D(ν kx + ky) (2.23)
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Kjer D predstavlja togost plosˇcˇe in velja D = E h3/(12(1 − ν2)). Ob uposˇtevanju
ravnotezˇja specificˇnih sil in momentov na majhnem delcˇku plosˇcˇe dimenzij dx in dy


















−Qy = 0 (2.27)
Kjer p predstavlja kontinuirano precˇno obremenitev na plosˇcˇo v smeri z, Qx ter Qy pa
predstavljata notranje specificˇne precˇne strizˇne sile. Ob uporabi enacˇb (2.22)-(2.24) v
enacˇbah (2.25)-(2.27) in ob vstavitvi enacˇb (2.26) ter (2.27) v enacˇbo (2.25), dobimo













Izpeljali smo vodilno diferencialno enacˇbo tankih plosˇcˇ, ki velja za staticˇne probleme.
Cˇe bi v izpeljavi ravnotezˇja sil in momentov uposˇtevali sˇe vztrajnostne sile, pa bi
















Kjer ρ predstavlja gostoto.
2.3.2 Izpeljava koncˇnega elementa plosˇcˇe
Z znano vodilno diferencialno enacˇbo plosˇcˇe lahko v nadaljevanju izpeljemo formula-
cijo njenega koncˇnega elementa. Pri metodi koncˇnih elementov strukturo razdelimo
na manjˇse dele (strukturo zamrezˇimo), pri cˇemer znotraj vsakega delcˇka (koncˇnega
elementa) zajamemo diferencialno enacˇbo plosˇcˇe. Resˇitev diferencialne enacˇbe znotraj
vsakega koncˇnega elementa predpostavimo v obliki polinoma. Red polinomske apro-
ksimacije je odvisen od sˇtevila vozliˇscˇ koncˇnega elementa in sˇtevila prostostnih stopenj
znotraj vsakega vozliˇscˇa. Postopek izpeljave koncˇnega elementa bomo predstavili na
primeru sˇtirivozliˇscˇnega koncˇnega elementa, ki je prikazan na sliki 2.2.
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Slika 2.2: Prikaz 4 vozliˇscˇnega koncˇnega elementa plosˇcˇe z 12 prostostnimi stopnjami.
Koncˇni element ima v vsakem vozliˇscˇu tri prostostne stopnje in sicer en pomik (v smeri
z), ter dva zasuka (okoli osi x in y). Skupno ima torej en koncˇni element 12 prosto-
stnih stopenj. Aproksimacijo pomikov (resˇitve diferencialne enacˇbe) znotraj koncˇnega
elementa zapiˇsemo [10]:
w = α1 + α2 ε+ α3 η + α4 ε+ α5 ε η + α6 η
2 + α7 ε
3 + α8 ε
2 η + α9 ε η
2+
α10 η
3 + α11 ε
3 η + α12 ε η
3 (2.30)
Kjer ε in η predstavljata lokalni koordinati koncˇnega elementa, ki sta enaki x = ε a
in y = b η, α1 - α12 pa so konstante polinoma. a in b predstavljata dimenziji sˇirine













Polinomski izraz aproksimacije, ki je opisan z enacˇbo (2.30), lahko zapiˇsemo tudi v
matricˇni obliki, kot prikazuje enacˇba 2.33.
w =
[︁









= pT (ε, η) ·α (2.33)
Konstante, zbrane v vektorju α, nimajo fizikalnega pomena, zato stremimo k zapisu
aproksimacije pomikov, ki je opisan z enacˇbo (2.35), kjer imajo izracˇunane konstante
tudi fizikalni pomen.
v = B α (2.34)
vT =
[︁
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Kjer je v vektor pomikov in zasukov koncˇnega elementa, matrika B pa predstavlja
matriko konstant, ki opravi potrebno transformacijo. Dobimo jo tako, da uposˇtevamo
pogoje w = wi, ∂w/∂x = θi,x in ∂w/∂y = θi,y za vsako vozliˇscˇe i (i = 1,2,3,4) [10].
Matriko B imenujemo tudi matrika oblikovnih funkcij.
V naslednjem koraku na podlagi zapisa deformacijske energije in Castiglianovega te-
orema izpeljemo izraz togostne matrike koncˇnega elementa Ke. Izpeljava je v detajle
opisana v literaturi [9–11], za nas pa je pomembna le koncˇna oblika togostne matrike


















⎡⎣ 1 ν 0ν 1 0
0 0 2(1− ν)
⎤⎦ (2.38)
Kjer integracija na obmocˇju A poteka znotraj obmocˇja [0, a] × [0, b]. V nadaljevanju
potrebujemo sˇe masno matriko koncˇnega elementa Me, ki jo v literaturi [11] izpeljejo
na podlagi virtualnega dela. Koncˇna oblika matrike je podana z enacˇbo (2.39).




Z znanima matrikama Ke in Me posameznega koncˇnega elementa lahko v naslednjem
koraku iz vecˇ koncˇnih elementov tvorimo globalno togostno in masno matriko dinam-
skega sistema K in M. Pri ustreznem zlaganju matrik koncˇnih elementov v globalne
matrike je za primer 3D sestava plosˇcˇ potrebno pozornost posvetiti tudi razsˇiritvi pro-
stostnih stopenj posameznega koncˇnega elementa, kot je to opisano v [12].
2.4 Obravnava neskoncˇnih periodicˇnih struktur
Metamateriali so navadno periodicˇne strukture. Periodicˇne oblike je pogosto smiselno
obravnavati kot neskoncˇno periodicˇne, saj v tem primeru s pomocˇjo Blochovega teo-
rema smemo preucˇevati odziv celotnega sistema le na nivoju osnovne ponavljajocˇe se
celice.
2.4.1 Blochov teorem
Blochov teorem nam narekuje na kaksˇen nacˇin smemo obravnavati sˇirjenje valovanja na
nivoju osnovne celice stroge neskoncˇne periodicˇne strukture. V sklopu pregleda teorije
bo predstavljen le del teorema, ki je potreben za obravnavo metamaterialov periodicˇne
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narave. Zˇe v zacˇetku se bomo omejili na 2D translatorno periodicˇno strukturo, pri
cˇemer je osnovna ponavljajocˇa se celica pravokotne oblike z dimenzijami Lx × Ly v
smeri periodicˇnosti. Za taksˇno periodicˇno strukturo definiramo referencˇni vektor rU ,
ki definira referencˇno tocˇko U, in referencˇni vektor rP , ki definira poljubno tocˇko P na
periodicˇni strukturi. Povezavo med tocˇkama U in P, ki je med drugim prikazan tudi
na sliki 2.3, lahko zapiˇsemo z enacˇbo (2.40).
Slika 2.3: Prikaz 2D periodicˇne strukture in njene bazne celice.
rP = rU + nxdx + nydy (2.40)
Kjer sta dx in dy bazna enotska vektorja osnovne celice (dolzˇin Lx in Ly), nx in ny pa
sta celi sˇtevili, ki ponazarjata sˇtevilo baznih celic v x in y smeri med tocˇkama U in P.
Ob nadaljni predpostavki, da imamo opravka s cˇasovno harmonskim nihanjem, lahko
odziv valovanja 2D strukture q(r,k, t) po Blochovem teoremu zapiˇsemo [13]:
q(r,k, t) = q˜(r,k)eik·reiωt (2.41)
Kjer r ponazarja vektor pozicije v x−y ravnini, ω frekvenco valovanja, k valovni vektor
(k = (kx, ky), pri cˇemer ki v splosˇnem predstavlja kompleksno valovno sˇtevilo v smeri
di), i kompleksno sˇtevilo (i
2 = −1), q˜(r,k) pa je poljubna periodicˇna funkcija. V
enacˇbi (2.41) eik·r razumemo kot ravno/plano valovanje, ki potuje v smeri vektorja k,
eiωt pa kot njegovo harmonsko valovanje. Za periodicˇno funkcijo q˜(r,k) nadalje velja
zakonitost:
q˜(r,k) = q˜ (r+ nxdx + nydy,k) (2.42)
Slednja enacˇba nam narekuje, da je oblika periodicˇne funkcije znotraj vsake bazne celice
enaka, posledicˇno pa lahko na podlagi referencˇne bazne celice z odzivom qref (rU,k, t)
v tocˇki U napovemo odziv neskoncˇne periodicˇne strukture q(rP,k, t) v tocˇki P, kot
opisuje enacˇba (2.43).
q (rP ,k, t) = qref (rU ,k, t) e
ik·(nxdx+nydy) (2.43)
11
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Iz enacˇbe (2.43) lahko razberemo tudi, da se, zaradi sˇirjenja valovanja po strukturi
znotraj sosednjih (ali oddaljenih) baznih celic, odziv razlikuje le po amplitudi in faznem
zamiku, po obliki pa ostaja enak referencˇni bazni celici. Enacˇbo (2.43) lahko podamo
tudi v obliki:
q (rP ,µ, t) = qref (rU ,µ, t) e
iµ·n (2.44)
Kjer je n = (nx, ny), µ pa predstavlja kompleksni vektor sˇirjenja valovanja, defini-
ran kot µ = (µx, µy) = (k · dx,k · dy) = (kxLx, kyLy). Komponenti vektorja sˇirjenja
valovanja µx in µy imata tudi smiseln fizikalen pomen, saj njuna realna komponenta
predstavlja relativno spremembo faze, imaginarna komponenta pa predstavlja rela-
tivno spremembo amplitude vala, ki potuje po neskoncˇni strukturi v smeri vektorja µ
oziroma k [14].
Predstavljen povzetek Blochovega teorema nam torej omogocˇa modeliranje in obrav-
navo le osnovne bazne celice, s katero je mocˇ napovedati odziv celotne periodicˇne
strukture.
2.4.2 Reciprocˇni prostor, Brillouinove cone in Brillouinove
konture
Preden uporabimo Blochov teorem na dejanski problem strukturne dinamike, je po-
trebno povedati nekaj besed o splosˇni periodicˇnosti kristalnih struktur in nacˇinu njihove
obravnave. V 2D prostoru poznamo 5 tipov periodicˇnih struktur in sicer posˇevno, pra-
vokotno, kvadratno, heksagonalno in romboidno periodicˇno strukturo [13], glejte sliko
2.4.
Slika 2.4: Tipi periodicˇnih struktur v 2D prostoru.
Oblike kristalov so definirane z vektorjema d1, d2, imenovana tudi kot osnovna osna/bazna
translacijska vektorja. Slednja povezujeta sosednje tocˇke v periodicˇni strukturi, s cˇimer
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definirata obliko in orientacijo direktne (fizicˇne) bazne celice. Periodicˇne strukture na-
vadno ne obravnavamo v prostoru direktne bazne celice, temvecˇ v valovnem prostoru
njene reciprocˇne bazne celice [3] [13]. Bazne vektorje reciprocˇne osnovne celice t1 in t2
dobimo s pomocˇjo enacˇbe:
di · tj = 2πδij (2.45)
Kjer indeksa i, j zavzemata vrednosti 1, 2, δij pa predstavlja Kroneckerjev delta tenzor.













Kjer npr. element d1x matrike D pomeni x komponento baznega vektorja d1. Za
skalarni produkt D ·T velja torej enacˇba 2.48.
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Iz zgornje enacˇbe je mocˇ razbrati tudi, da sta d1 in t2 med seboj ortagonalna, prav
tako sta med seboj ortagonalna d2 in t1, saj je njun skalarni produkt nicˇ. Na sliki 2.5
je prikazan primer direktne bazne celice in njene reciprocˇne bazne celice. Z reciprocˇno
bazno celico bomo v nadaljevanju analizirali periodicˇne strukture. Pomembno je pou-
dariti, da za preucˇevanje periodicˇnih struktur ni potrebno analizirati celotne reciprocˇne
bazne celice, temvecˇ le del, imenovan prva Brillouinova cona. Prva Brillouinova cona
je najmanjˇsi osnovni gradnik, iz katerega je mocˇ konstruirati celotno periodicˇno struk-
turo in je manjˇsa oziroma enaka osnovni bazni reciprocˇni celici. Graficˇno lahko obliko
Brillouinove cone dobimo v 2D strukturah, kot prikazuje slika 2.6. Z izbrano referencˇno
tocˇko v reciprocˇni bazni celici tvorimo daljico z vsemi sosednjimi tocˇkami in tvorimo si-
metrale teh daljic (cˇrtkane cˇrte), kot prikazuje slika. Prostor, ki ga oklepajo simetrale,
imenujemo Brillouinova cona. Brillouinove cone imajo pogosto dodatne simetrijske
ravnine. Ob uposˇtevanju simetrije je Brillouinovo cono mogocˇe sˇe dodatno reducirati
na nereducirno Brillouinovo cono (imenovano tudi ”irreducible Brillouin zone”), kot
prikazuje slika 2.6 desno.
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Slika 2.5: Primer bazne celice in njene reciprocˇne bazne celice.
Slika 2.6: Primer tvorjenja Brillouinove cone (BZ) in nereducirne Brillouinove cone
(IBZ) s prikazano Brillouinovo konturo (BC).
Cˇe torej povzamemo, navadno osnovno bazno celico periodicˇne strukture transformi-
ramo v reciprocˇno bazno celico v valovnem prostoru, na podlagi katere tvorimo prvo
Brillouinovo cono. Slednjo nato dodatno reduciramo v nereducirno Brillouinovo cono,
ki predstavlja najmanjˇsi mozˇni prostor, ki ga je potrebno obravnavati, da izvemo celo-
tni odziv periodicˇne strukture. Za potrebe obravnave periodicˇnih struktur na podrocˇju
mehanskih nihanj pogosto zadosˇcˇa le obravnava robov nereducirne Brillouinove cone,
ki jih s skupnim imenom poimenujemo Brillouinova kontura. Ta je prav tako prikazana
na sliki 2.6. Slednja trditev temelji na predpostavki, da se vsi minimumi in maksimumi
odziva nahajajo na Brillouinovi konturi [3, 13].
V sklopu te magistrske naloge bomo imeli opravka le s pravokotnimi baznimi celicami.
Posebnost pravokotne bazne celice je, da je oblika direktne in reciprocˇne bazne celice
enaka, kot prikazuje slika 2.7. Za pravokotno bazno celico velja tudi, da bazna vektorja
celice d1 in d2 sovpadata z x in y osmi, enako velja za bazna vektorja reciprocˇne bazne
celice t1 in t2. V ta namen v nadaljevanju zamenjamo indeksa 1, 2 z x, y. Iz slike
2.7 je mocˇ opaziti tudi, da je reciprocˇna bazna celica hkrati tudi enakih dimenzij kot
prva Brillouinova cona. Direktna in reciprocˇna mrezˇa imata enako periodicˇnost, ki
smo ju v poglavju 2.4.1 v enacˇbi (2.44) zapisali kot eksponentni cˇlen eiµ n. Vemo,
14
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da je µ vektor sˇirjenja valovanja (µ = (µx, µy) = (k · dx,k · dy)), periodicˇnost pa se
izrazˇa v primeru, ko je izraz µ n enak vecˇkratniku sˇtevila 2π. Z uvedbo µ torej prvo
Brillouinovo cono transformiramo v kvadrat dimenzij [−π, π]2 s koordinatnim sistemom
µx, µy, kot prikazuje slika 2.8. Na sliki je prikazana tudi Brillouinova kontura, ki je
pridobljena na racˇun dodatnih simetrij pravokotne bazne celice.
Slika 2.7: Primer pravokotne bazne celice, njene reciprocˇne bazne celice v valovnem
prostoru in Brillouinove cone (BZ).
Slika 2.8: Primer transformacije prve Brillouinove cone (BZ) iz valovega (kx, ky)
prostora v valovni (µx, µy) prostor.
2.4.3 Modeliranje osnovne celice v strukturni dinamiki
V poglavjih 2.2 in 2.3 smo pojasnili, kako za poljubno strukturo pridemo do masne,
togostne in dusˇilne matrike M, K ter C. Zapisali smo tudi, kako s pomocˇjo le-teh
lahko tvorimo dinamsko matriko sistema, ki je opisana z enacˇbo (2.49), in sistem enacˇb
dinamskega problema, ki je podan z enacˇbo (2.50).
Dˆ(ω) = K+ iωC− ω2M (2.49)
Dˆ(ω)qˆ = fˆ (2.50)
15
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Kjer Dˆ(ω) predstavlja dinamsko matriko bazne celice, qˆ in fˆ pa predstavljata vektorja
generaliziranih prostostnih stopenj ter vozliˇscˇnih sil. Dinamska matrika bazne celice
zaenkrat ne vkljucˇuje nikakrsˇnih robnih pogojev. V nadaljevanju bomo na podlagi
Blochovega teorema izpeljali dinamsko matriko sistema, ki bo vkljucˇevala periodicˇne
robne pogoje.
Generalizirane vozliˇscˇne pomike v vektorju qˆ in vozliˇscˇne sile v vektorju fˆ grupiramo
v vektorje qi in fi, glede na njihovo lokacijo v bazni celici, kot prikazujeta sliki 2.9 in
2.10. Temu primerno uredimo vektorja qˆ in fˆ , kot je to prikazano v enacˇbah (2.51) in
(2.52) [5, 15].
Slika 2.9: Prikaz grupiranih vektorjev generaliziranih pomikov dvodimenzionalne
bazne celice neskoncˇne periodicˇne strukture. [15]
Slika 2.10: Prikaz grupiranih vektorjev generaliziranih vozliˇscˇnih sil dvodimenzionalne
bazne celice neskoncˇne periodicˇne strukture. [15]
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kjer poudarimo potrebno urejenost vozliˇscˇ glede na lokacijo. Indeksi v zgornjih enacˇbah
pomenijo naslednje:
– BL - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na robu levo spodaj,
– BR - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na robu desno spodaj,
– TL - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na robu levo zgoraj,
– TR - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na robu desno zgoraj,
– L - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na levem robu,
– R - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na desnem robu,
– B - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na spodnjem robu,
– T - vozliˇscˇa, ki lezˇijo na zgornjem robu,
– I - notranja vozliˇscˇa, ki ne lezˇijo na robu in ne bodo imeli predpisanih robnih pogojev.
Po enakem kljucˇu je potrebno razporediti tudi elemente dinamske matrike. Za potrebe












S cˇimer locˇimo notranje vozliˇscˇne pomike od robnih. Ker bomo v nadaljevanju resˇevali
problem lastnih nihanj, v zgornji enacˇbi predpostavimo tudi, da na notranja vozliˇscˇa
ne deluje nobena zunanja sila. V nadaljevanju bomo s pomocˇjo Blochovega teorema
pripisali periodicˇne robne pogoje. Poglavje 2.4.1 smo koncˇali z enacˇbo (2.44), ki nam
med drugim narekuje, da lahko pomike na nasprotnih robovih bazne celice ustrezno
skaliramo z eiµx v smeri dx in z e
iµy v smeri dy, s cˇimer tvorimo povezave pomikov [15]:
qR = qL e
iµx , qT = qB e
iµy
qBR = qBL e
iµx , qTL = qBL e
iµy , qTR = qBL e
iµx+iµy (2.54)
Z uporabo zgornjih relacij lahko vektor generaliziranih vozliˇscˇnih pomikov q (ta ne
vsebuje notranjih vozliˇscˇ) reduciramo s pomocˇjo reducirne matrike ΛR [5]:
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kjer je qred reduciran vektor generaliziranih vozliˇscˇnih pomikov na robu, za skaliranje
amplitude in faze vozliˇscˇnih pomikov pa smo uvedli simbola λx = e
iµx in λy = e
iµy .
Matrike Qij v zgornjih enacˇbah predstavljajo ustrezne selekcijske matrike. Njihov
pomen postane pomemben v primerih, ko med seboj povezani robovi bazne celice ne
vsebujejo enako sˇtevilo vozliˇscˇ. V primeru, ko imata povezana robova enako sˇtevilo
vozliˇscˇ, je torej Qij = Qii = Iii enotska matrika dimenzije i× i.
Ob uposˇtevanju konsistentnosti notranjih velicˇin lahko podobno kot za pomike z enacˇbo
(2.54) povezˇemo sˇe grupirane vektorje vozliˇscˇnih sil:
fR = −fL λx, fT = −fB λy
fBR = −fBL λx, fTL = −fBL λy, fTR = −fBL λx λy (2.56)
Podobno kot pri pomikih za vektor generaliziranih vozliˇscˇnih sil na robu f definiramo
reduciran vektor vozliˇscˇnih sil fred na podlagi relacij iz enacˇbe (2.56).






Kjer smo definirali levo reducirno matriko ΛL, katere oblika je podana z enacˇbo 2.58.
ΛL =
⎡⎣ QBL,BL λ−1x QBL,BR λ−1y QBL,TL λ−1x λ−1y QBL,TR0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
QL,L λ
−1
x QL,R 0 0




Do tega trenutka smo izpeljali levo in desno reducirno matriko ΛL in ΛR, s katerimi
bomo v nadaljevanju reducirali prostostne stopnje povezane z robovi BR, TL, TR, R
in T . Notranjih vozliˇscˇnih pomikov in sil v ΛL in ΛR nismo zajeli, saj jih bomo iz
dinamske matrike v naslednjem koraku eliminirali s pomocˇjo kondenzacije. Za vsako
frekvenco ω lahko kondenzacijo opravimo po enacˇbi [5]:
Di,j = Dˆi,j − Dˆi,IDˆ−1I,IDˆI,j (2.59)
Nastali sistem enacˇb sedaj ne vsebuje vecˇ notranjih prostostnih stopenj bazne celice,
predstavljenih z indeksom I. Novonastali sistem enacˇb ima sedaj obliko, opisano z
enacˇbo:
D(ω)q = f (2.60)
kjer D predstavlja kondenzirano dinamsko matriko. V kolikor bi za potrebe kasnejˇsih
analiz potrebovali notranje generalizirane vozliˇscˇne pomike, te lahko izracˇunamo po
enacˇbi (2.61).
qI = −D−1I,I(DI,BLqBL +DI,BRqBR +DI,TLqTL +DI,TRqTR +DI,LqL
+DI,RqR +DI,BqB +DI,TqT )
(2.61)
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V kondenziran sistem enacˇb lahko sedaj vpeljemo reduciran vektor generaliziranih vo-
zliˇscˇnih pomikov, dobljen sistem enacˇb pa z leve pomnozˇimo sˇe z ΛL, s cˇimer vpeljemo
sˇe reduciran vektor generaliziranih vozliˇscˇnih sil. Postopek je opisan z enacˇbami:
D(ω)ΛRqred = f (2.62)
ΛLD(ω)ΛRqred = ΛLf (2.63)
ΛLD(ω)ΛRqred = fred (2.64)
V nadaljevanju nas bodo zanimala le lastna nihanja bazne celice, zato lahko nadalje
predpostavimo sˇe fred = 0, s cˇimer dobimo koncˇen sistem enacˇb, opisan z enacˇbo:
ΛL D ΛR qred = D˜ (ω, λx, λy) qred = D˜ (ω, µx, µy) qred = 0 (2.65)
V zgornjem sistemu enacˇb so sedaj ustrezno uposˇtevani periodicˇni robni pogoji. Ma-
trika D˜ je funkcija kar treh spremenljivk in sicer krozˇne frekvence ω ter komponent
vektorja sˇirjenja valovanja µx in µy. V naslednjem poglavju bomo predstavili dve
metodi, ki se uporabljata za resˇevanje lastnega problema v periodicˇnih strukturah.
2.5 Metodologije izracˇuna periodicˇnih struktur
V poglavju 2.4.3 smo izpeljali dinamsko matriko bazne celice D˜ (ω, µx, µy), v kateri
smo ustrezno uposˇtevali tudi robne pogoje neskoncˇnih periodicˇnih struktur. V tem
poglavju bomo omenjeno matriko uporabili in predstavili dve metodi, ki se uporabljata
za identifikacijo obmocˇja PZF za dan metamaterial.
Koncˇni rezultat izracˇuna MM, ki bo predstavljen v nadaljevanju, so disperzijske kri-
vulje, ki opisujejo sˇirjenje valovanja po neskoncˇni periodicˇni strukturi preko povezave
med frekvenco nihanja in valovnim sˇtevilom oz. valovno konstanto sˇirjenja valovanja.
Oblika in predstavitev disperzijskih krivulj se lahko nekoliko razlikuje od uporabljene
metode za izracˇun, zato bodo te predstavljene tekom posamezne metode.
2.5.1 Inverzni pristop - ω(µ)
Pri inverznem pristopu, ki bo v nadaljevanju imenovan kot ω(µ) pristop, se predpo-
stavlja prosto sˇirjenje valovanja [3] [5]. Posledicˇno pricˇakujemo, da so komponente
vektorja sˇirjenja valovanja (µ) µx in µy realne. Velikost in smer µ dolocˇimo na podlagi
Brillouinovih kontur, za katere smo v poglavju 2.4.2 omenili, da so za obravnavo vibro-
akusticˇnih MM dovolj. Za vsak izbran µ torej resˇimo problem lastnih vrednosti (EVP)
matrike D˜ (ω, µx, µy), pri cˇemer kot rezultat dobimo lastne frekvence strukture ω. Sle-
dnje so lahko realne, imaginarne ali kompleksne. Navadno uporabljamo ω(µ) pristop
za identifikacijo PZF nedusˇene strukture, zato kot rezultat EVP pricˇakujemo tudi re-
alne ω. Slika 2.11 prikazuje tipicˇno obliko izracˇunanih disperzijskih krivulj in obmocˇje
PZF za nedusˇen MM. Na abscisni osi navadno oznacˇimo pot Brilluoinove konture, ki
sovpada z vektorjem sˇirjenja valovanja (µ).
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Slika 2.11: Prikaz tipicˇnih disperzijskih krivulj (desno), PZF in obravnavane
Brillouinove konture (levo) [5, 14].
2.5.2 Direktni pristop - µ(ω)
Direktni pristop, v nadaljevanju imenovan kot µ(ω), predpostavlja cˇasovno harmonsko
sˇirjenje valovanja [5, 14]. Za resˇevanje problema torej predpostavimo realne frekvence
ω in preko disperzijskega lastnega problema izracˇunamo konstante sˇirjenja valovanja µ.
Slednje konstante µ so lahko realne, imaginarne ali kompleksne. Ker s tem pristopom
navadno analiziramo bazne celice z vkljucˇenim dusˇenjem, je µ navadno kompleksna
velicˇina. Realni del predstavlja relativno spremembo amplitude cˇez bazno celico in s
tem slabljenje valovanja, imaginarni del pa predstavlja spremembo faze valovanja cˇez
bazno celico. Uporaba direktnega pristopa za analizo 2D periodicˇnih struktur naleti na
dolocˇene tezˇave. S fiksiranjem frekvence valovanja ω v dinamski matriki bazne celice
D˜ (ω, µx, µy) sˇe vedno obstajata dve neznanki µx in µy, saj se valovanje lahko sˇiri v
poljubni smeri ravnine. Resˇevanja EVP se lahko lotimo na vecˇ nacˇinov [14]:
– Privzamemo smer sˇirjenja valovanja ψ in kot rezultat izracˇuna dobimo magnitudo
vektorja sˇirjenja valovanja µ.
– Privzamemo eno od komponent µ (µx ali µy) in kot rezultat EVP dobimo drugo
komponento.
– Privzamemo kot med Re[µ] in Im[µ] v kompleksni ravnini in resˇimo EVP.
V sklopu te magistrske naloge bomo za lazˇjo primerjavo rezultatov med pristopoma
privzeli smer sˇirjenja valovanja ψ, kot je prikazano na sliki 2.12. V nadaljevanju bomo
izpeljali koncˇno obliko EVP, ki ga z µ(ω) dejansko resˇimo.
Zˇe znano dinamsko matriko bazne celice D˜ (ω, µx, µy) oz. D˜ (ω, λx, λy) razpiˇsemo v
obliko, kot jo prikazuje enacˇba (2.66).













y] qred = 0
(2.66)
Matrike D˜1 - D˜9 so podane v prilogi A. Da lahko resˇimo EVP problem, bi morali eno
od preostalih spremenljivk λx in λy fiksirati. Namesto tega izberemo smer valovanja
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Kjer Ly in Lx predstavljata sˇirini bazne celice. Za primer bazne celice, ki bo v kon-
kretnem primeru te magistrske naloge pravokotna, torej velja Ly/Lx = 1. S fiksirano
smerjo imamo prosto le sˇe eno spremenljivko, t.j. magnituda valovnega vektorja µ.
Da lahko EVP resˇimo z zˇe znanimi metodami, moramo µx in µy zapisati v obliki, kot
prikazuje enacˇba (2.68).
µx = m1σ µy = m2σ (2.68)
Kjer morata m1 in m2 obvezno biti celi sˇtevili. Cˇe razpiˇsemo izraz za λi in uvedemo
α = eiσ, dobimo izraz, opisan z enacˇbo (2.69).
λi = e
iµi = eimiσ = αmi (2.69)










2m1+2m2 ] qred = 0
(2.70)
Zgornji izraz je sedaj mogocˇe resˇiti po znanih metodah resˇevanja EVP. Ob izbranih






qred = 0 (2.71)
Kjer posamezne matrike Ai predstavljajo ustrezno sesˇtete matrike D˜1-D˜9, indeks m
pa je lahko celo sˇtevilo od 0 pa do m1 + m2. Zgornji izraz predstavlja polinomski
problem lastnih vrednosti, ki ga lahko nadalje prevedemo na linearni problem lastnih
vrednosti [16]:
(Q− αI)Z = 0 (2.72)
Q =
⎡⎢⎢⎢⎣
−A−1m Am−1 · · · −A−1m A1 −A−1m A0





0 · · · I 0







V teoriji lahko tovrsten EVP vedno resˇimo, pri cˇemer kot rezultat dobimo lastne vre-







Omeniti je potrebno, da lahko pri izbrani metodi racˇunanja EVP smer valovanja ψ
mocˇno podaljˇsa racˇunski cˇas, saj je matrika Q razsezˇnosti m1 ×m2, izbira m1 in m2
pa je odvisna od ψ [16].
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Slika 2.12 prikazuje tipicˇen prikaz disperzijskih krivulj, izracˇunanih po µ(ω) metodi za
izbrano smer ψ. Navadno podamo dva diagrama, pri cˇemer na abscisno os na enem
diagramu navedemo realni del Re(µ), na drugem pa imaginarni del Im(µ). Kot smo zˇe
omenili, realni del predstavlja relativno spremembo amplitude cˇez bazno celico in s tem
slabljenje valovanja, imaginarni del pa predstavlja spremembo faze valovanja cˇez bazno
celico. PZF prepoznamo predvsem po imaginarnem delu Im[µ], ki se v frekvencˇnem
obmocˇju PZF blizˇa ali je enak faznemu zamiku π, s cˇimer je vzpostavljena popolna ali
delna destruktivna interferenca.
Slika 2.12: Prikaz tipicˇnih disperzijskih krivulj po µ(ω) pristopu [5, 14].
2.5.3 Glavni vplivni faktorji na disperzijske krivulje
V sklopu teoreticˇnega pregleda je smiselno opredeliti tudi glavne faktorje, ki vplivajo
na kreiranje PZF, njegovo zmozˇnost slabljenja sˇirjenja valovanja ter njegovo sˇirino v
frekvencˇnem prostoru. V [17] je analiziran vpliv mase resonatorja in njegove lastne
frekvence na PZF upogibnih valovanj plosˇcˇ. V delu je predpostavljena 2D periodicˇna
struktura z idealiziranimi resonatorji masa-vzmet, ki so enakomerno razporejeni po
neskoncˇni plosˇcˇi. Z enacˇbo (2.75) je definirano masno razmerje med maso resonatorja





Kjer mres pomeni masa resonatorja, mhost pa predstavlja maso osnovne strukture zno-






Kjer je fres lastna frekvenca resonatorja (fres = 1/(2π)
√︁
k/mres), fλ/2 pa predstavlja
limitno frekvenco Braggove interference, pri kateri λ/2 ustreza tudi sˇirini bazne celice
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oziroma razmaku med resonatorji. Kot lahko vidimo iz slike 2.13, povecˇanje mase
resonatorja ob konstantnem frekvencˇnem razmerju fratio razsˇiri frekvencˇno obmocˇje
resonancˇnega PZF. Povecˇanje lastne frekvence resonatorja na drugi strani ob konstan-
tnem masnem razmerju mratio prav tako nekoliko razsˇiri PZF, a ga hkrati tudi po
frekvencˇni skali nekoliko zamakne. V primeru, ko z lastno frekvenco resonatorja fres
presezˇemo fλ/2, PZF ni vecˇ zagotovljen. Nad limitno frekvenco Braggove interference
lahko namrecˇ resonatorji lezˇijo v vozlih upogibnih valovanj plosˇcˇe, s cˇimer je njihov
vpliv na valovanje onemogocˇen.
Slika 2.13: Vpliv razmerja mas (levo) in razmerja frekvenc (desno) na kreiranje
PZF [17].
Kljub temu se lahko za primere, ko je fres > fλ/2, pod fλ/2, sˇe vedno formira interferecˇni
tip PZF, v primeru, ko imamo zadostno visoko razmerje mratio [14, 17]. Primeren
razmak med resonatorji, ki ustreza fres < fλ/2, je torej pogoj le za resonancˇni tip PZF.
Velik vpliv na karakteristiko PZF ima tudi dusˇenje. Kot smo zˇe omenili, fizikalni princip
za nastanek resonancˇnega PZF temelji na Fano tipu interference, pri katerem lokalne
resonance preusmerjajo prihajajocˇe valove v protifazi, s cˇimer se pojavlja destruktivna
interferenca. Dusˇenje v resonatorjih posledicˇno nizˇa amplitude preusmerjenih valov,
kar privede do delne in nepopolne destruktivne interference. Poleg tega dusˇenje vpliva
tudi na fazni zamik preusmerjenih valov, kar sˇe dodatno vpliva na interferenco valov.
Avtorji del [5, 14, 17, 18] locˇujejo dusˇenje na dva dela, na dusˇenje v osnovni strukturi
bazne celice ter dusˇenje v resonatorjih. Na sliki 2.14 a) in c) lahko vidimo, kako
se slabljenje valov v PZF s povecˇevanjem dusˇenja v resonatorju nizˇa, PZF pa se s
povecˇevanjem dusˇenja nekoliko razsˇiri v frekvencˇni skali. V primeru, ko je dusˇenje
preveliko, lahko PZF celo izgine. Cˇe primerjamo primera a) in b), opazimo, da dusˇenje
v osnovni strukturi pripomore k nekoliko vecˇjemu slabljenju valovanja izven PZF.
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Slika 2.14: Vpliv dusˇenja resonatorja in osnovne strukture na realni del vektorja
sˇirjenja valovanja za izbrano smer ψ valovanja. a) celotno nedusˇena struktura, b)
dusˇena osnovna struktura, nedusˇen resonator, c) nedusˇena osnovna struktura in
dusˇen resonator, d) dusˇena celotna struktura. Barve disperzijskih krivulj sovpadajo z
log10(Im(µ)). V delu [18] je bil uporabljen histerezni model dusˇenja [18].
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3 Zasnova in preracˇun metamateri-
ala
Znotraj tega poglavja je sprva predstavljena in komentirana zasnova MM. Sledi predsta-
vitev priprave mrezˇe za izracˇun po metodi koncˇnih elementov ter navedba in komentar
materialnih lastnosti. Zatem je podrobno opisan izracˇun disperzijskih krivulj MM po
inverzni in direktni metodi. Komentirani so delovanje kode ter pridobljeni rezultati.
3.1 Zasnova oblike metamateriala
Pri zasnovi MM smo tezˇili k preprostosti in cˇim vecˇji mozˇnosti parametrizacije. Vemo,
da mora biti MM v grobem sestavljen iz osnovne strukture, ki omogocˇa 2D periodicˇnost,
ter resonatorja na osnovni strukturi. Po sˇtevilnih iteracijah smo se odlocˇili za obliko
MM, ki je prikazana na sliki 3.1. Struktura vsebuje resonator, ki spominja na kon-
zolni nosilec z dodano maso. Taksˇna oblika omogocˇa preprosto prilagajanje 1. lastne
frekvence fiksno vpetega resonatorja in s tem frekvencˇnega podrocˇja PZF. S taksˇno
obliko lahko brez tezˇav ustvarimo PZF v nizˇjem frekvencˇnem podrocˇju, ob primerni
spremembi debelin resonatorja pa je PZF mogocˇe ustvariti tudi pri viˇsjih frekvencah.
Osnovna struktura bazne celice je kvadratne oblike, kar omogocˇa nekoliko lazˇji preracˇun
MM, saj je identifikacija reciprocˇne bazne celice in Brillouinovih kontur trivialna.
Slika 3.1: Koncˇni koncept bazne celice metamateriala.
Pri izbrani obliki MM lahko vidimo, da se osnovna struktura prilagaja resonatorju in ne
obratno. Razlog za to lezˇi v sami izdelavi MM, saj bo izdelan s pomocˇjo tehnike FFF
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3D tiskanja. Izbran MM omogocˇa dobro kontrolo oblike in debeline resonatorja, ki so
kriticˇne za doseganje lastnih frekvenc resonatorjev s cˇim nizˇjim raztrosom. Koncˇne di-
menzije MM so podane na sliki 3.2. Dimenzije tvzmet, tmasa in tosnova so parametrizirane
in omogocˇajo prilagajanje MM k formiranju PZF v zˇelenem frekvencˇnem podrocˇju.
Debelino osnovne strukture tosnova smo privzeli konstantno in enako 1,5 mm zˇe v fazi
zasnove. Sˇirina bazne celice (16 mm) ustreza pogoju fres < fλ/2, saj bomo v nadalje-
vanju strmeli k 1. lastni frekvenci resonatorja okoli 1000 Hz (fλ/2 = 2998Hz, vidno na
sliki 3.9 v nadaljevanju). Tezˇimo k masnemu razmerju mratio = 0.1 (enacˇba (2.75)).
Slika 3.2: Dimenzije bazne celice MM [19].
3.2 Materialne lastnosti MM
Kot smo zˇe omenili, bo za izdelavo uporabljena FFF tehnika 3D tiska. MM bo nati-
snjen iz PLA plastike, ki je ena najbolj dostopnih, cenovno ugodnih in okolju prijaznih
plastik v svetu 3D tiskanja. Materialne lastnosti PLA plastike so mocˇno odvisne od
parametrov izdelave. Parametri izdelave, ki na materialne lastnosti najbolj vplivajo,
so temperatura, hitrost tiska, hlajenje, premer sˇobe ekstruderja, debeline nanosov pri
tiskanju itd. Materialne lastnosti PLA plastike so bile testirane preko eksperimen-
tov opisanih v poglavjih 4.1.1 in 4.1.2. Preglednica 3.1 vsebuje pomerjene materialne
lastnosti. Opazimo lahko, da imamo podane tri razlicˇne vrednosti E modulov za reso-
nator. Tekom testiranj lastne frekvence resonatorjev, ki so opisana v poglavju 4.2, je
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bilo ugotovljeno, da je raztros lastnih frekvenc zaradi nekonsistentnih debelin resona-
torjev relativno velik. Zaradi lazˇjega izracˇuna je bila sprememba debeline resonatorjev
uposˇtevana znotraj E modula. Izbira navedenih vrednosti E modulov je komentirana
v poglavju 4.2. Vrednost Poissonovega kolicˇnika ν je bila privzeta iz literature [20],
koeficient histereznega dusˇenja η pa je bil ocenjen iz testov, opisanih v poglavju 4.2.






ν [/] η [%]
Vrednost 1220 2440 2430 / 2830 / 3110 0.33 1.86
3.3 Priprava mrezˇe MM
Kot smo omenili v poglavju 2.3, bomo masno in togostno matriko matriko bazne celice
MM pridobili s pomocˇjo metode koncˇnih elementov. V ta namen moramo strukturo
celice najprej ustrezno zamrezˇiti. Zavedati se moramo, da morata biti dimenziji masne
in togostne matrike cˇim manjˇsi, saj inverzna in direktna metoda izracˇuna disperzijskih
krivulj zahtevata izracˇun lastnega problema za vsako izbrano frekvenco (pri direktnem
pristopu sˇe za vsako izbrano smer valovanja), za kar potrebujemo tipicˇno opraviti od
200 do 600 izracˇunov. Zaradi navedenih razlogov tezˇimo k mrezˇi s cˇim manj koncˇnimi
elementi in vozliˇscˇi. Mrezˇenje smo opravili znotraj programskega paketa ANSYS [21].
Ker imamo opravka z relativno tankimi strukturami, smo bazno celico mrezˇili z lu-
pinskimi koncˇnimi elementi, ki so znotraj programskega paketa ANSYS poimenovani
tudi kot ‘SHELL281’. Gre za sˇtirikotni 8-vozliˇscˇni lupinski koncˇni element s kvadra-
tno aproksimacijo in posledicˇno 48 prostostnimi stopnjami. Osnovna celica je bila
poenostavljena na lupino in bila zamrezˇena, kot prikazuje slika 3.3. Povrsˇine lupine
so bile ustrezno deljene, da se je zagotovila strukturirana mrezˇa z najmanj koncˇnimi
elementi. Koncˇna mrezˇa bazne celice vsebuje 80 koncˇnih elementov in 276 vozliˇscˇ.
Znotraj programskega paketa ANSYS se je opravila sˇe konvergenca mrezˇe, pri cˇemer
se je opazovala 1. lastna frekvenca prosto vpete celotne bazne celice MM. Rezultati
so zbrani v preglednici 3.2. Opazimo, da je relativna sprememba lastne frekvence ob
uporabi koncˇne mrezˇe napram gostejˇsi mrezˇi 0.162 %, kar je za nasˇ izracˇun zadovoljivo.
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Slika 3.3: Lupina bazne celice MM in koncˇno uporabljena mrezˇa.
Preglednica 3.2: Konvergenca mrezˇe bazne celice za 1. lastno frekvenco pri prostem
vpetju.
Sˇtevilo elementov [/] 5120 1280 320 80
Sˇtevilo vozliˇscˇ [/] 15648 3984 1032 276
1. lastna frekvenca [Hz] 963.84 963.85 964.16 965.40
Odstopanje [%] 0 0.001 0.033 0.162
V nadaljevanju smo za potrebe izracˇuna disperzijskih krivulj na pridobljeno dinamsko
matriko sistema pripeli sˇe ustrezne periodicˇne pogoje, ki smo jih opisali v poglavju
2.4.3. V ta namen potrebujemo sˇe sezname vozliˇscˇ, ki lezˇijo na robovih bazne celice.
Na sliki 3.4 je prikazano, katera vozliˇscˇa spadajo v posamezni seznam in kako je ta
poimenovan. Potrebno je poudariti, da znotraj ANSYS programskega okolja disperzij-
skih krivulj ni mogocˇe racˇunati. Rezultat tega koraka je zato ANSYS APDL skripta.
APDL skripta je tekstovna datoteka, ki vsebuje nastavitve in potek analize v ANSYS
programskem okolju. Za dan primer bi torej zagnana skripta generirala mrezˇo bazne
celice, ji predpisala materialne lastnosti in izvedla modalno analizo prosto vpete ba-
zne celice. APDL skripta nam bo v nadaljevanju sluzˇila le kot pomocˇ pri generiranju
masne in togostne matrike, ter ustreznih seznamov, ki vsebujejo vozliˇscˇa na robu bazne
celice. Poleg omenjene skripte generiramo sˇe dodatno APDL skripto, ki vsebuje potek
analize fiksno vpetega resonatorja bazne celice, osnovna struktura pa je v tej analizi
odstranjena. Ta skripta nam bo v naslednjem koraku sluzˇila v pomocˇ pri uglasˇevanju
1. lastne frekvence resonatorja, preko debelin lupin.
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Slika 3.4: Prikaz seznamov vozliˇscˇ, ki jih potrebujemo za vkljucˇitev periodicˇnih
robnih pogojev.
3.4 Numericˇni preracˇun disperzijskih krivulj
Za potrebe izracˇuna disperzijskih krivulj je bila spisana Python koda, ki ob pomocˇi
programskega paketa Ansys APDL izracˇuna disperzijske krivulje sistema. Za lazˇje
razumevanje samega delovanja kode je na sliki 3.5 prikazana shema delovanja programa.
Slika 3.5: Shema poteka izracˇuna disperzijskih krivulj.
3.4.1 Generiranje APDL skripte MM in resonatorja
V prvem koraku smo uvozili povrsˇinski CAD model bazne celice v ANSYS Workbench,
kjer smo geometrijo pomrezˇili (poglavje 3.3) in generirali naslednje:
– APDL skripto modalne analize prosto vpete bazne celice,
– APDL skripto modalne analize fiksno vpetega resonatorja,
– sezname vozliˇscˇ, ki lezˇijo na robovih periodicˇnosti,
– seznam vseh vozliˇscˇ,
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– seznam vseh elementov.
3.4.2 Dolocˇitev debelin resonatorja
Cilj tega koraka je bil poiskati ustrezne debeline tmasa, tvzmet resonatorja, za zˇeleno
lastno frekvenco, dodano maso, ter podane materialne lastnosti. Ker nas je zaradi
vidika same kasnejˇse izdelave metamateriala zanimal tudi vpliv omenjenih debelin na
lastno frekvenco resonatorja, smo storili naslednje:
1. Ustvarili smo vektor debelin tmasa, tvzmet.
2. Za vsako mozˇno kombinacijo debelin tmasa, tvzmet je program storil naslednje:
– V APDL skripti fiksno vpetega resonatorja nastavi materialne lastnosti in de-
beline lupin.
– Zazˇene ANSYS APDL s popravljeno skripto, s cˇimer se ustvari tekstovna da-
toteka z lastnimi frekvencami.
– prebere tekstovno datoteko in shrani vrednost 1. lastne frekvence.
3. Zbrane rezultate 1. lastne frekvence vseh mozˇnih kombinacij debelin preuredi in
napravi diagram 1. lastne frekvence v odvisnosti od debelin, kot je prikazano na
sliki 3.6.








































































































Slika 3.6: Diagram odvisnosti 1. lastne frekvence togo vpetega resonatorja od debelin
tmasa, tvzmet.
Iz rezultatov si izberemo zˇeleno vrednost 1. lastne frekvence in delezˇ dodane mase
osnovni plosˇcˇi, ter za ta dva podatka poiˇscˇemo ustrezni debelini resonatorja. V nasˇem
primeru sta za lastno frekvenco f0 = 1050.6 Hz in mratio = 0.1 primerni debelini
tmasa = 1.5 mm, tvzmet = 0.7 mm. Tovrsten nacˇin za pridobitev ustreznih debelin je
racˇunsko zelo potraten, a je nujen, v kolikor zˇelimo imeti dober vpogled v vpliv debelin
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na 1. lastno frekvenco. Iz diagrama lahko opazimo, kako manjˇsa variacija debeline
tvzmet zaradi izdelave lahko povzrocˇi relativno veliko spremembo lastne frekvence fiksno
vpetega resonatorja.
3.4.3 Generiranje dinamske matrike D˜ (ω, µx, µy)
V drugem koraku za ustrezno izbrane debeline in materialne lastnosti program stori
naslednje:
1. V APDL skripti bazne celice nastavi materialne lastnosti in debeline.
2. Zazˇene ANSYS APDL s popravljeno skripto, s cˇimer se ustvari ‘.full’ datoteka
modalne analize prosto vpete bazne celice.
3. Prebere ‘.full’ datoteko in iz nje razbere masno in togostno matriko bazne celice,
ter kreira dinamsko matriko sistema D(ω).
4. Na podlagi seznamov robnih vozliˇscˇ kreira matriki ΛL in ΛR.
5. Kreira dinamsko matriko D˜ (ω, µx, µy) = ΛLDΛR, kjer uposˇteva periodicˇne robne
pogoje po Blochovem teoremu.
Pridobljeno dinamsko matriko je mogocˇe sedaj resˇiti z inverzno ali direktno metodo.
3.4.4 Izracˇun disperzijskih krivulj - Inverzna metoda ω(µ)
Kot smo zˇe omenili v poglavju 2.5.1, pri tej metodi zanemarimo dusˇenje strukture
in predpostavimo prosto sˇirjenje valovanja, s cˇimer predpostavimo realne komponente
vektorja sˇirjenja valovanja. Smer in velikost vektorja sˇirjenja valovanja µ mora ustre-
zati Brillouionovi konturi, ki je za nasˇ MM prikazana na sliki 3.7.
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Slika 3.7: Bazna celica MM in pripadajocˇa Brillouinova kontura.
V naslednjem koraku ustvarimo 150 vektorjev sˇirjenja valovanja µ, ki so ustrezno
enakomerno porazdeljeni po Brilluionovi konturi in za vsakega resˇimo problem lastnih
vrednosti. Izracˇunane lastne frekvence ω ustrezno uredimo glede na µ in izriˇsemo






























Slika 3.8: Disperzijske krivulje MM in osnovne strukture za Eresonator = 2830 MPa.
Na sliki 3.8 lahko opazimo, da imata osnovna struktura in MM tri razlicˇne disperzijske
krivulje, ki ustrezajo upogibni, strizˇni in longitudinalni nihajni obliki. Vse tri nihajne
oblike osnovne strukture so vidne na sliki 3.9. Longitudinalna in strizˇna nihajna oblika
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izkazujeta nihanje v ravnini, medtem ko upogibna nihajna oblika izkazuje nihanje izven
ravnine. Z vidika akustike so za radiiranje hrupa najbolj pomembne upogibne nihajne
oblike, saj izkazujejo najvecˇjo sposobnost sevanja akusticˇne energije na sosednji medij
(zrak). Longitudinalna in strizˇna nihajna oblika z nihanjem v ravnini nista sposobni
sevati akusticˇne energije na sosednji medij tako efektivno kot upogibna, saj se gibanje
okoliˇskega zraka zaradi teh dveh nihajnih oblik le malo spremeni. Na podlagi slednje
razlage in dejstva, da nas zanima le frekvencˇno obmocˇje od 0-2000 Hz, lahko torej ti
dve nihajni obliki zanemarimo. Na sliki 3.9 lahko odcˇitamo tudi fλ/2, ki je za upogibno
nihajno obliko enaka fλ/2 = 2998 Hz. Pri µ = (π, 0) je namrecˇ razmak med baznimi
celicami enak polovici valovne dolzˇine upogibnega valovanja. Spomnimo se, da je eden
od pogojev za nastanek resonancˇnega PZF fres < fλ/2. V nasˇem primeru je pogoj
izpolnjen, saj fres = 1050.6 Hz.
Slika 3.9: Upogibna (▽), strizˇna (⃝) in longitudinalna (♢) nihajna oblika osnovne
strukture pri razlicˇnih vektorjih sˇirjenja valovanja.
Na sliki 3.8 lahko v opazovanem frekvencˇnem obmocˇju za MM in osnovno strukturo
opazimo enako strizˇno in longitudinalno disperzijsko krivuljo, za primer upogibne ni-
hajne oblike pa opazimo, kako se v obmocˇju resonancˇne frekvence resonatorja pri MM
ustvari PZF v obmocˇju 1022 - 1057 Hz. Iz slednjega je razvidno, kako resonator miri
nihanja le upogibnih lastnih oblik osnovne strukture blizu obmocˇja njegove resonancˇne
frekvence (1050.6 Hz). Cˇe podrobno pogledamo upogibno disperzijsko krivuljo MM,
se ta razdeli na dve novi nihajni obliki. Pri prvi disperzijski krivulji nihajo resonatorji
v fazi z osnovno strukturo (slika 3.10 - nihajna oblika levo spodaj), v primeru druge
upogibne disperzijske krivulje pa nihajo resonatorji v primerjavi z osnovno strukturo v
proti fazi (slika 3.10 - nihajna oblika levo zgoraj). V ravnem delu disperzijske krivulje
osnovna struktura izkazuje le malo deformacij, vsa energija je koncentrirana v nihanju
resonatorjev (slika 3.10 - nihajni obliki na desni).
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Slika 3.10: Nihajne oblike MM pri razlicˇnih vektorjih sˇirjenja valovanja.
Disperzijske krivulje smo po inverzni metodi izracˇunali za tri razlicˇne elasticˇne module
resonatorja, katerih vrednosti so podane v preglednici 3.1. Tri razlicˇne module smo
pri izracˇunu uporabili zaradi pomerjenega raztrosa 1. lastne frekvence resonatorja (V
E modul smo zajeli raztros debeline tvzmet resonatorjev). Rezultati izracˇuna so vidni
na sliki 3.11, kjer so zaradi preglednosti prikazane le upogibne disperzijske krivulje.
Opazimo, da je sˇirina PZF priblizˇno enaka za vse elasticˇne module, njegova pozicija na
frekvencˇni osi pa dokaj variira. Cˇe rezultate zˇe sedaj navezˇemo na eksperimentalni del,
lahko pri fizicˇni realizaciji MM pricˇakujemo znizˇanje ravni zvocˇnega hrupa in vibracij
povrsˇin v sˇirsˇem frekvencˇnem spektru, nekje med 951 Hz in 1106 Hz. Pricˇakujemo
lahko tudi, da bo v obmocˇju PZF raven znizˇanja vibracij in hrupa manjˇsa, kot cˇe bi






























Slika 3.11: Disperzijske krivulje za tri razlicˇne elasticˇne module resonatorja.
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3.4.5 Izracˇun disperzijskih krivulj - direktna metoda µ(ω)
Kot smo zˇe razlozˇili v poglavju 2.5.1, pristop predpostavlja cˇasovno harmonsko sˇirjenje
valovanja, s cˇimer predpostavimo valovanje s krozˇno frekvenco ω in iˇscˇemo µ. Omenili
smo tudi, da za izracˇun predpostavimo smer sˇirjenja valovanja ψ in iˇscˇemo magnitudo
sˇirjenja valovanja µ. Za nasˇ MM si bomo v okviru te magistrske naloge izbrali tri smeri
valovanja; ψ = {0◦, 45◦, 90◦}, kot prikazuje slika 3.12.
Slika 3.12: Bazna celica MM in oznacˇene smeri valovanja.
Spomnimo se, da z uvedbo smeri valovanja prevedemo izracˇun µ na lastni problem,
kot ga prikazuje enacˇba (3.1), µ pa lahko iz lastnih vrednosti α preracˇunamo po enacˇbi
(3.2).
(Q− αI)Z = 0 (3.1)





Pri izracˇunu disperzijskih krivulj tokrat uposˇtevamo histerezno dusˇenje strukture, ki
ga v dinamsko matriko Dˆ1 zajamemo po enacˇbi (3.3).
Dˆ(ω) = −ω2M+ (1 + iη)K (3.3)
Po opisanem postopku izvedemo preracˇun disperzijskih krivulj za vse tri omenjene
smeri valovanja, pri cˇemer za vsako smer opravimo preracˇun dusˇene in nedusˇene struk-
ture, kar skupno nanese 6 izracˇunov disperzijskih krivulj. Izracˇune smo opravili le za
srednjo vrednost elasticˇnega modula resonatorja. Na sliki 3.13 lahko vidimo izracˇunane
disperzijske krivulje za nedusˇeno strukturo po obeh metodah (ω(µ) in µ(ω)). Za smeri
ψ = 0◦ in ψ = 90◦ lahko opazimo odlicˇno ujemanje metod v podrocˇjih izven PZF,
kjer sˇe vedno izracˇunamo realne amplitude vektorja sˇirjenja valovanj z imaginarnim
delom Im(µ) = 0. V podrocˇju PZF lahko vidimo, da po direktni µ(ω) metodi za vse tri
smeri ψ izracˇunamo kompleksne amplitude vektorja sˇirjenja valovanja. Te predstavljajo
prostorski eksponentni upad upogibnih valovanj, zato jih po ω(µ) metodi tudi nismo
izracˇunali (predpostavili smo prosto sˇirjenje valovanj, ki v podrocˇju PZF ni mozˇno).
1Opomba: Dˆ je dinamska matrika prosto vpete bazne celice MM.
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Za smer valovanja ψ = 45◦ opazimo odstopanje µ(ω) in ω(µ) metod. Razlika se kazˇe v
Re[µ] zlasti pri nizˇjih frekvencah ter napacˇno izracˇunanih vrednosti Im[µ]. Vrednosti
Im[µ] izven PZF bi namrecˇ morale biti podobne smerem ψ = 0◦ in ψ = 90◦. Razlog za
odstop je velika numericˇna napaka pri izracˇunu disperzijskih krivulj po µ(ω) pristopu,
ki je rezultat izredno slabo pogojene matrike Q. Matriko Q dobimo, ko razsˇirimo po-
linomski problem lastnih vrednosti, ki je v poglavju 2.5.2 opisan z enacˇbama (2.70) in
(2.71). Le-ta je nesimetricˇna in zˇe v teoriji vsebuje velik delezˇ stolpcev, ki imajo vse
elemente enake 0. Numericˇna napaka hitro narasˇcˇa z dimenzijo matrike Q, ki je odvi-
sna od sˇtevila koncˇnih elementov mrezˇe in pa izbrane smeri valovanja ψ. Za ψ = 0◦ in
ψ = 90◦, je matrika Q dimenzij 2n× 2n, kjer je n sˇtevilo prostostnih stopenj v masni
in togostni matriki, za ψ = 45◦ pa je matrika Q dimenzij kar 4n×4n. Kljub numericˇni
napaki, se rezultati zlasti okrog PZF sˇe vedno zadovoljivo ujemajo.
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Slika 3.13: Disperzijske krivulje za nedusˇen MM.
Rezultati za vse tri smeri ψ dusˇenega MM so vidni na sliki 3.14. Z dodanim dusˇenjem
osnovne strukture postanejo izracˇunane amplitude vektorja sˇirjenja valovanja komple-
ksne tudi izven PZF. Rezultati so logicˇni, saj dusˇenje strukture zˇe v naravi povzrocˇi
eksponentni upad valovanj. Meji PZF se zaradi dodanega dusˇenja z resonatorjem
zabriˇseta. Vrednost imaginarnega dela µ ob mejah PZF, ki predstavlja relativni fa-
zni zamik, nakazuje na delno destruktivno interferenco tudi izven nedusˇenega PZF,
kar nekoliko razsˇiri obmocˇje PZF. PZF ob uposˇtevanju dusˇenja v bistvu postane le
obmocˇje mocˇnega slabljenja valovanj. Iz izracˇunov lahko opazimo, da se sposobnost
slabljenja valovanj MM razlikuje glede na smer valovanj ψ. V primeru, ko bo imelo
valovanje smer ψ = 0◦, bo njegovo slabljenje najvecˇje, z vecˇanjem kota do ψ = 90◦ pa
bodo resonatorji imeli vedno manjˇsi vpliv na sˇirjenje valovanj. Logicˇnost ugotovitev
lahko poiˇscˇemo v sami geometriji MM. V primeru ko ψ = 0◦ je usmerjenost resonatorja
namrecˇ enaka smeri valovanja. V tej smeri resonator dobro miri nihanja osnovne struk-
ture preko reakcijskih momentov in sil, ki jih inducira ob njegovem vpetju na osnovno
strukturo. Z vecˇanjem smeri valovanja do ψ = 90◦, ostaja efekt reakcijske sile enak,
efekt reakcijskega momenta pa se zmanjˇsuje. Z dodanim dusˇenjem MM pa pridemo
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tudi do ugotovitve, da bo MM dobro slabil valovanja le nekje v prvi polovici PZF, kjer
se Re(µ) hipno povecˇa. V drugem delu, ko Re(µ) upade, MM slabi valovanje slabsˇe
kot le osnovna struktura.
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Slika 3.14: Disperzijske krivulje za dusˇen MM (η = 1.86%).
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V tem poglavju so predstavljeni vsi poteki in rezultati eksperimentov, ki so bili potrebni
za izracˇun disperzijskih krivulj MM in njihovo validacijo. Najprej je predstavljen test,
opravljen na stresalniku, s katerim smo ocenili E modul PLA plastike. V naslednjem
poglavju sledi test raztrosa prve lastne frekvence resonatorjev MM in s tem dolocˇitev
ekvivalentnih E modulov resonatorjev. V zadnjem poglavju je predstavljena sˇe sama
izdelava MM in test ravni zvocˇnega hrupa za realiziran MM.
4.1 Meritve gostote in elasticˇnega modula PLA pla-
stike
4.1.1 Meritve gostote
Gostota PLA plastike je bila izmerjena preko treh natisnjenih PLA kock s 100% polni-
tvijo dimenzij 40x40x40 mm. S pomocˇjo tehtnice se je pomerila masa kocke, s pomocˇjo
kljunastega merila pa se je izmerila povprecˇna dimenzija vsake stranice. Na podlagi po-
merjene mase in izracˇunanega volumna se je izracˇunala vrednost gostote PLA plastike,
ki je podana v preglednici 4.1.
Preglednica 4.1: Izmerjena gostota PLA plastike.
Parameter ρ [kg/m3]
Vrednost 1220± 20
4.1.2 Meritve elasticˇnega modula
V tem magistrskem delu se izracˇun disperzijskih krivulj opravlja z izotropnim Hoo-
kovim materialnim zakonom. Znano je, da 3D tisk polimerov povzrocˇi anizotropnost
materiala, ki pa je v sklopu izracˇuna MM ne uposˇtevamo. V ta namen smo skusˇali po-
meriti ekvivalentni elasticˇni modul, ki kar najbolje popiˇse materialno obnasˇanje v vseh
smereh. Slednje smo dosegli tako, da smo vzorce tiskali z enako usmeritvijo in enakimi
parametri izdelave (temperatura, hitrost tiskanja, delezˇ polnitve, smer tiskanja. . . ) kot
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MM. E modul smo v nadaljevanju preracˇunali iz izmerjene 1. lastne frekvence vzorcev
po postopku, ki je opisan v nadaljevanju.
Meritve elasticˇnega modula E smo opravili na stresalniku. Izdelali smo 6 vzorcev,
katerih dimenzije so vidne na sliki 4.1. Vzorec smo na mestih, oznacˇenih s cˇrko I,
z voskom vpeli na vpenjalno plosˇcˇo stresalnika. Stresalnik LDS V555 smo vezali na
Dactron krmilnik, ki je povezan z racˇunalnikom, na katerem je namesˇcˇen program za
krmiljenje stresalnika. Na stresalnik smo namestili referencˇni pospesˇkomer proizvajalca
PCB Piezotronics, ki je povezan na krmilnik stresalnika (za namene krmiljenja) in pa na
merilno kartico proizvajalca National Instruments, ki sluzˇi zajemu signalov za kasnejˇso
obdelavo. Odziv vzorca smo z laserjem PDV 100 proizvajalca Polytec merili na mestu,
ki je na sliki 4.1 oznacˇen s cˇrko O. Hitrost, ki jo merimo z laserjem smo prav tako
zajemali na merilni kartici, ki je bila povezana na prenosni racˇunalnik z namesˇcˇenim
programom LabView. Merilno mesto je vidno na sliki 4.2.
Vsak vpet vzorec smo na stresalniku obremenili s 4 sinusni preleti (dva navzgor in dva
navzdol) od 70 Hz do 500 Hz, s hitrostjo 3 oktave na minuto ter konstantno amplitudo
pospesˇka 0.5 g. Na enem izmed vzorcev smo izvedli tudi test linearnosti strukture,
kjer smo strukturo posamicˇno obremenjevali z amplitudo pospesˇka 0.25 g, 0.5 g in 1.0
g. Prav tako smo preverili vpliv kolicˇine nanosa voska (slika 4.3) pri vpetju vzorca
na stresalnik. S pomerjenimi signali pospesˇka pri vpetju vzorca in odziva hitrosti
na sredini vzorca smo izracˇunali frekvencˇno prenosno funkcijo (FRF) vsakega vzorca.
Rezultate meritev v relevantnem frekvencˇnem obmocˇju lahko vidimo na sliki 4.4. Iz
FRF vzorca 6 pri razlicˇnih amplitudah obremenjevanja vidimo, da se struktura obnasˇa
linearno, saj se FRF v celoti pokrivajo. Opazimo, da dodana kolicˇina voska na vpetje
vzorca vpliva tako, da se zaradi povecˇanega dusˇenja strukturina lastna frekvenca nizˇa s
kolicˇino dodanega voska, nizˇa pa se tudi sam odziv strukture v resonancˇnem podrocˇju.
Kljub vplivu voska lahko vidimo, da imajo sami natisnjeni vzorci iz PLA vecˇji raztros.
Izracˇunana povprecˇna lastna frekvenca vseh sˇestih vzorcev z intervalom 95% stopnje
zaupanja znasˇa f0,1 = 232± 6 Hz.
Slika 4.1: Dimenzije vzorcev za dolocˇitev E modula PLA plastike.
40
Eksperimentalni del
Slika 4.2: Merilno mesto za dolocˇitev E modula PLA plastike.
Slika 4.3: Tri razlicˇne kolicˇine nanosa voska pri vpetju vzorca na stresalnik (levo:
malo voska - V1, sredina: srednje veliko voska - V2, desno: veliko voska - V3).
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Slika 4.4: Rezultati meritev E modula v obliki FRF.
V naslednjem koraku smo v ANSYS programskem okolju izvedli modalno analizo te-
stiranega vzorca. Na sliki 4.5 lahko vidimo mesto fiksnega vpetja vzorca in njegovo
mrezˇo v analizi. Modalna analiza nam je sluzˇila kot funkcija, ki sprejme E modul,
kot rezultat pa nam vrne vrednost prve lastne frekvence. To funkcijo smo uporabili v
algoritmu iskanja nicˇel, s katerim smo preracˇunali E modul strukture, ki daje enako
vrednost prve lastne frekvence pomerjeni srednji vrednosti. Gostota v analizi je bila
enaka pomerjeni in je znasˇala ρ = 1220 kg/m3, Poissonov kolicˇnik pa je bil privzet iz
literature in je znasˇal ν = 0.33. Postopek izracˇuna je shematsko prikazan na sliki 4.5.
Izracˇunan E modul PLA plastike po omenjenem postopku je znasˇal E = 2440 MPa. V
izracˇunu disperzijskih krivulj je bil pridobljeni E modul uporabljen kot elasticˇni modul
osnovne strukture.
Slika 4.5: Shema postopka izracˇuna E modula PLA plastike na podlagi meritev f0,1.
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4.2 Meritev raztrosa 1. lastne frekvence resonator-
jev MM
Za potrebe testa ravni zvocˇnega tlaka smo natisnili plosˇcˇe dimenzij 164x164 mm, ki so
sestavljene iz 81 baznih celic (9x9 razporeditev). V naslednjem poglavju je postopek
izdelave plosˇcˇ bolj podrobno opisan. Poleg plosˇcˇ smo naenkrat natisnili sˇe dodatnih 81
baznih celic, ki med seboj niso bile spojene. Pozicije tiskanja posamicˇnih baznih celic
so sovpadale s tistimi baznimi celicami, ki sestavljajo plosˇcˇe MM. Slednje smo izdelali z
namenom, da bi na stresalniku lahko pomerili raztros lastnih frekvenc resonatorjev na
plosˇcˇah MM. Bazne celice so bile natisnjene s parametri tiskanja, ki so zbrani v tabeli
4.3 v naslednjem poglavju. Vsako celico posebej smo z voskom pritrdili na stresalnik
in z laserjem merili odziv resonatorja, kot prikazuje slika 4.6. Merilna veriga, nacˇin
zajema podatkov in nacˇin obremenjevanja so enaki kot v poglavju 4.1.2 in zato ne bodo
ponovljeni.
Iz zajetih signalov smo izracˇunali FRF vseh baznih celic, ki so vidni na sliki 4.7.
Opazimo relativno velik raztros 1. lastnih frekvenc, ki ga za boljˇso predstavo prikazˇemo
sˇe v obliki porazdelitvenega in kumulativnega diagrama (slika 4.8).
Slika 4.6: Primer vpetja bazne celice MM na stresalnik.
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Slika 4.7: FRF meritev 1. lastne frekvence resonatorjev baznih celic MM.















































Slika 4.8: Porazdelitveni (levo) in kumulativni (desno) diagram 1. pomerjene lastne
frekvence baznih celic.
Opazimo, da je vecˇina pomerjenih lastnih frekvenc znotraj intervala 950-1050 Hz. Opa-
zimo tudi, da ima nekaj resonatorjev lastno frekvenco pod 900 Hz. Razlog za tako velik
raztros lastnih frekvenc lezˇi v neravni mizi 3D tiskalnika. Miza 3D tiskalnika ni bila
idealno plana, cˇeprav je bila pred tiskom plosˇcˇ in baznih celic nastavljena s pomocˇjo
merilne ure. Vsaka manjˇsa neravnina povzrocˇi spremembo debeline tvzmet resonatorjev.
Ker je debelina tvzmet ranga 0.7 mm, zˇe najmanjˇse variacije razmaka med grelno mizo
in sˇobo tiskalnika (ranga cca. 0.05-0.08 mm) mocˇno spremenijo lastno frekvenco reso-
natorja. Lokacija neravnin mize je dobro razvidna na sliki 4.9, kjer prikazujemo lastno
frekvenco resonatorja v odvisnosti od lokacije natisnjene bazne celice na 3D tiskalniku.
Bazne celice na manjkajocˇih mestih so bile prav tako pomerjene na stresalniku, na sliki
4.9 pa niso prikazane, ker se je med testiranjem izgubila informacija o njihovi lokaciji.
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Slika 4.9: Prikaz vrednosti pomerjenih lastnih frekvenc resonatorjev v odvisnosti od
lokacije tiskanja na 3D tiskalniku.
Na sliki 4.9 opazimo, da so bili pomerjeni resonatorji z ekstremno nizko lastno frekvenco
natisnjeni na sredini zgornjega dela mize 3D tiskalnika. Opazimo lahko tudi, da iz leve
proti desni lastne frekvence resonatorjev nekoliko padajo. Slednje nakazuje, da razdalja
med sˇobo in grelno mizo med tiskom ni bila konstantna - na levi strani je bila pri prvem
nanosu razdalja nekoliko vecˇja kot na desni strani.
V nadaljevanju zˇelimo izmerjene podatke o lastnih frekvencah uporabiti pri dolocˇitvi
ekvivalentnega elasticˇnega modula resonatorjev, ki v svoji vrednosti zajame spremembo
debeline resonatorja zaradi izdelave. V prvem koraku smo predpostavili, da je poraz-
delitev lastnih frekvenc resonatorjev po vseh natisnjenih plosˇcˇah enaka pomerjeni. V
drugem koraku smo dolocˇili srednjo vrednost lastne frekvence in njen 95% interval
zaupanja, na podlagi porazdelitve prikazane na sliki 4.8. Pri izracˇunu intervala 95%
stopnje zaupanja smo izlocˇili vse lastne frekvence pod 930 Hz. Razlog za to je dejstvo,
da se resonatorji s tako nizko lastno frekvenco nahajajo bolj na robu plosˇcˇ MM in
imajo s tem na dusˇenje hrupa manjˇsi vpliv, saj so pomiki in hitrosti plosˇcˇe ob vpetju
manjˇsi. Vkljucˇitev teh podatkov bi povzrocˇila preveliko popacˇenje izracˇunanih vredno-
sti E modula. Izracˇunana srednja vrednost lastne frekvence znasˇa 1005.9 Hz, mejni
frekvenci intervala 95% stopnje zaupanja pa znasˇata 937.6 Hz in 1050.68 Hz.
V naslednjem koraku smo za vrednosti lastnih frekvenc 937.6 Hz, 1005.9 HZ in 1050.68
Hz izracˇunali ekvivalentne module elasticˇnosti E. V ANSYS programskem okolju smo
45
Eksperimentalni del
izvedli modalno analizo bazne celice. Na sliki 4.10 lahko vidimo mesto fiksnega vpetja
bazne celice in njeno mrezˇo v analizi. Modalna analiza nam je sluzˇila kot funkcija, ki
sprejme ekvivalentni E modul, kot rezultat pa nam vrne vrednost prve lastne frekvence.
To funkcijo smo uporabili v algoritmu iskanja nicˇel, s katerim smo preracˇunali ekviva-
lentni E modul. Izracˇun smo opravili za vsako omenjeno lastno frekvenco posamicˇno.
Gostota v analizi je bila enaka pomerjeni in je znasˇala ρ = 1220 kg/m3, Poissonov
kolicˇnik pa je bil privzet iz literature in je znasˇal ν = 0.33. E modul osnovne struk-
ture je v analizi vedno ostal enak pomerjeni vrednosti PLA plastike E = 2440 MPa.
Postopek izracˇuna je shematsko prikazan na sliki 4.10, izracˇunani ekvivalentni moduli
elasticˇnosti pa so podani v tabeli 4.2. V poglavju 3.4 so izracˇunane vrednosti upora-
bljene za preracˇun disperzijskih krivulj. Poleg ekvivalentnih E modulov smo na podlagi
izmerjenih FRF po 3-decibelni metodi ocenili tudi koeficient histereznega dusˇenja η,
ki je skupaj z intervalom 95% stopnje zaupanja znasˇal η = 1.86± 0.06 %. Izracˇunana
vrednost η se je uporabila pri izracˇunu disperzijskih krivulj MM po direktnem µ(ω)
pristopu.
Preglednica 4.2: Vrednosti izracˇunanih ekvivalentnih E modulov resonatorja za
izracˇunane vrednosti lastnih frekvenc.
Lastna Frekvenca f0,1 [Hz] 937.6 1005.9 1050.7
Ekvivalentni E modul [MPa] 2430 2830 3110
Slika 4.10: Shema postopka izracˇuna ekvivalentnega E modula resonatorjev bazne
celice MM na podlagi izracˇunanih lastnih frekvenc.
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4.3 Meritev ravni zvocˇnega tlaka
4.3.1 Izdelava metamateriala
Za potrebe testa ravni zvocˇnega hrupa je bilo potrebno MM tudi izdelati. Iz osnovne
bazne celice MM se je naredila plosˇcˇa dimenzij 164x164 mm, ki vsebuje 81 osnovnih
celic, kot prikazuje slika 4.11. Pri straneh smo ji dodali raven rob z luknjami, ki bo
kasneje sluzˇil kot mesto vpetja plosˇcˇe. Kot zˇe vecˇkrat omenjeno je bil MM natisnjen s
FFF tehniko. Glavni parametri, s katerimi smo MM natisnili, so zbrani v preglednici
4.3. MM smo natisnili na tiskalniku Wanhao Duplicator i3 v2.1, uporabili pa smo cˇrni
mat filament proizvajalca Trcˇek. Na sliki 4.12 je prikazan proces tiskanja.
Slika 4.11: Prikaz plosˇcˇ MM, ki so bile izdelane z FDM tehniko 3D tiskanja.
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Slika 4.12: 3D tisk metamateriala.

















Vrednost 215 60 50 0.1, 0.2 100 100
Natisnili smo 5 plosˇcˇ MM, ki smo jih kasneje sestavili v kocko, kot je prikazano na
sliki 4.13. Vse komponente kocke (razen vijakov), so prav tako natisnjene z enakimi
parametri tiskanja kot MM (z izjemo polnitve, ki je znasˇala 20 %). Poleg kocke iz MM
smo izdelali sˇe dve kocki, katere plosˇcˇe so sestavljene le iz osnovne strukture MM brez
resonatorjev (siva in zelena kocka na sliki 4.14). Razlika med njima je v debelini plosˇcˇe:
siva kocka ima debelino plosˇcˇe enako MM, zelena kocka pa ima plosˇcˇe vecˇje debeline,
s cˇimer dosezˇemo ekvivalentno maso plosˇcˇam MM. Izdelane kocke smo uporabili pri
testiranju vpada ravni zvocˇnega tlaka, ki je opisan v tem poglavju.
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Slika 4.13: Kocka iz MM za testiranje vpada zvocˇnega hrupa.
Slika 4.14: Koncˇno natisnjene kocke za testiranje vpada zvocˇnega hrupa. Rdecˇa kocka
vsebuje MM, siva kocka vsebuje le osnovno strukturo MM brez resonatorjev, zelena
kocka pa vsebuje le osnovno strukturo ekvivalentne mase kot MM.
4.3.2 Potek izvedbe meritev
Meritve ravni zvocˇnega tlaka smo opravili v gluhi sobi. S pomocˇjo generatorja signala
DG1022 proizvajalca RIGOL smo generirali zˇeljen sinusni prelet. Signal smo ojacˇali
s pomocˇjo ojacˇevalnika EMA 255 proizvajalca Blaupunkt, ki je bil nadalje vezan na
zvocˇnik. Zvocˇnik je bil postavljen na vibro izolacijsko peno, cˇez pa smo postavili kocko
iz MM. Generiran zvocˇni tlak smo zajeli z mikrofonom 130F21 SN 50663 proizvajalca
PCB Piezotronics, ki je bil vezan na merilno kartico proizvajalca National Instruments.
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Mikrofon je bil od kock oddaljen 82 cm in usmerjen direktno na sredino zgornje plosˇcˇe
kocke. Na merilno kartico smo zajemali sˇe signal laserskega merilnika hitrosti PDV
100 proizvajalca Polytec, s katerim smo merili hitrost sredinske tocˇke zgornjih stranic
kock. Merilno kartico smo imeli povezano z racˇunalnikom, na katerem je bil namesˇcˇen
program LabView. Merilno mesto je vidno na slikah 4.15 in 4.16.
Slika 4.15: Celotno merilno mesto merjenja ravni zvocˇnega tlaka.
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Slika 4.16: Prikaz zvocˇnika, s katerim smo vzbujali strukturo (levo), in prikaz
merilnega mesta merjenja hitrosti zgornje plosˇcˇe (desno).
Strukturo MM smo vzbujali s sinusnim preletom v frekvencˇnem obmocˇju od 300 Hz do
2000 Hz, cˇas posameznega logaritemskega sinusnega preleta pa je trajal 20 s. Vsako
meritev smo izvajali 1 minuto in 40 sekund, kar skupaj nanese 5 sinusnih preletov na
meritev. V prvem koraku smo na rdecˇi kocki (MM) izvedli test linearnosti strukture,
kjer smo na funkcijskem generatorju spreminjali amplitudo signala od 0.5 V pa do 3.0
V in se prepricˇali, da je struktura linearna. Nato smo vse nadaljnje teste nadaljevali
z amplitudo vzbujanja 3.0 V. V nadaljevanju smo na opisan nacˇin izvedli naslednje
teste:
– Test hrupnosti oz. ravni zvocˇnega tlaka brez kocke. Merili smo raven zvocˇnega tlaka.
– Test hrupnosti oz. ravni zvocˇnega tlaka rdecˇe kocke (MM). Merili smo raven zvocˇnega
tlaka in hitrost sredinske tocˇke zgornje plosˇcˇe.
– Test hrupnosti oz. ravni zvocˇnega tlaka sive kocke (plosˇcˇe iz osnovne strukture MM).
Merili smo raven zvocˇnega tlaka in hitrost sredinske tocˇke zgornje plosˇcˇe.
– Test hrupnosti oz. ravni zvocˇnega tlaka zelene kocke MM (plosˇcˇe iz osnovne strukture
MM ekvivalentne mase). Merili smo raven zvocˇnega tlaka in hitrost sredinske tocˇke
zgornje plosˇcˇe.
– Test hrupnosti oz. ravni zvocˇnega tlaka rdecˇe kocke, pri cˇemer smo obrnili zgornjo
plosˇcˇo. Merili smo raven zvocˇnega tlaka ter hitrosti odziva sredinskih resonatorjev,
kot prikazuje slika 4.17.
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Slika 4.17: Prikaz obrnjene plosˇcˇe na rdecˇi kocki (MM) in mesta meritev hitrosti
resonatorjev (R0 - R4).
4.3.3 Rezultati meritev
Rezultate vseh testov lahko vidimo na sliki 4.18 v obliki FRF med zvocˇnim tlakom
in generiranim signalom za zanimano frekvencˇno obmocˇje PZF. Iz meritev opazimo,
da ima rdecˇa kocka z MM najnizˇji odziv v frekvencˇnem obmocˇju 1030-1150 Hz, kar
priblizˇno ustreza obmocˇju PZF za srednjo in zgornjo vrednost lastne frekvence reso-
natorjev. V spodnjem izracˇunanem intervalu PZF lahko vidimo, da MM deluje slabsˇe
kot plosˇcˇa ekvivalentne mase. Slednje lahko pripiˇsemo porazdelitvi lastne frekvence
resonatorjev na sliki 4.8 v poglavju 4.2, kjer lahko vidimo, da lastna frekvenca vecˇine
resonatorjev na sredini plosˇcˇe ustreza vrednosti, ki formira srednje ali zgornje obmocˇje
PZF. Slednjo trditev potrjuje tudi slika 4.19, kjer lahko iz FRF med hitrostjo in ge-
neriranim signalom razberemo visok odziv sredinskih resonatorjev (temno rdecˇe cˇrte)
ravno v obmocˇju srednjega in zgornjega PZF. Na podlagi tega lahko tudi trdimo, da
pravo PZF obmocˇje ustreza frekvencˇnemu obmocˇju med priblizˇno 1020 Hz in 1100 Hz.
Na sliki 4.19 lahko opazimo tudi manjˇse vrednosti odziva hitrosti sredinske tocˇke plosˇcˇe
v vseh mozˇnih obmocˇjih PZF. Hitrost povrsˇin navadno direktno povezujemo s hrupno-
stjo, zato so za srednji in zgornji interval PZF rezultati logicˇni, v spodnjem mozˇnem
intervalu PZF pa nekoliko kontradiktorni. Razlozˇimo jih lahko z morebitnimi zracˇnimi
sˇpranjami na mestu vpetja plosˇcˇ na kocko, ki bi lahko prosto prepusˇcˇale del aku-
sticˇnega hrupa, po drugi strani pa bi lahko vzrok za neujemanje bili vplivi, ki jih v
samo preucˇevanje MM in disperzijskih krivulj nismo zajeli, npr. strizˇna in longitudi-
nalna valovanja. Na FRF tlaka in generiranega signala bi za MM navadno znotraj PZF
pricˇakovali obliko odziva, ki je podobna disperzijski krivulji direktnega µ(ω) pristopa,
torej mocˇan vpad odziva v zacˇetku PZF (mocˇno slabljenje valovanja), ki mu sledi hi-
pno zvecˇanje odziva (odziv vecˇji v primerjavi s plosˇcˇami, ki jih sestavlja le osnovna
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struktura MM). Slednjega v nasˇem primeru ne zasledimo, razlog za to pa pripisujemo
sˇirokemu raztrosu lastnih frekvenc resonatorjev, ki tako hipno spremembo odziva v
tako ozkem frekvencˇnem podrocˇju zgladi.
Na sliki 4.18 lahko opazimo tudi, da je v obmocˇju PZF pomerjen zvocˇni tlak odvisen
tudi od nacˇina pritrditve plosˇcˇ MM na kocko. V primeru, ko so resonatorji namesˇcˇeni
na notranji strani kocke, na mikrofonu zabelezˇimo nizˇji zvocˇni tlak v obmocˇju PZF,
kot v primeru, ko so resonatorji namesˇcˇeni na zunanji strani kocke. V primeru, ko so
resonatorji namesˇcˇeni na notranji strani, se zvocˇna valovanja tezˇje prosto odbijajo po
notranjosti kocke in formirajo mozˇne konstruktivne interference, s katerimi bi se hrup
dodatno ojacˇal. Razlog za to je oblika MM na notranji strani. Ko se zvocˇno valovanje
zadane v osnovno strukturo MM, ki obdaja resonator, se valovanje tezˇje odbije nazaj
v notranjost kocke, saj ima valovanje vecˇ mozˇnosti, da energijo izgubi prek odbojev
znotraj votline, ki jo formirata osnovna struktura in resonator (glej sliko 4.20). K
dusˇenju hrupa pripomore tudi izredno hrapava in neravna povrsˇina osnovne strukture,
ki je na sliki 4.20 oznacˇena s cˇrko A. Kvaliteta povrsˇine je posledica 3D tiska. Po
drugi strani se del zvocˇnih valovanj lahko zaleti direktno v resonator in ne v osnovno
strukturo. V slednjem primeru se energija direktno absorbira v resonator, kar povzrocˇi
manjˇsi hitrostni odziv osnovne strukture, kot pa cˇe bi resonator moral miriti vso zvocˇno
energijo iz osnovne strukture.
Na sliki 4.21 je prikazan nivo zvocˇnega tlaka okoli obmocˇja domnevnega PZF. Vidimo
lahko, da smo znotraj PZF z MM v primerjavi z referencˇnima plosˇcˇama znizˇali hrup
za priblizˇno 4 dB ob masnem razmerju le mratio = 0.1.































Slika 4.18: FRF zvocˇnega tlaka in generiranega signala.
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Slika 4.19: FRF hitrosti in generiranega signala.
































Slika 4.21: Raven zvocˇnega tlaka v odvisnosti od frekvence. Pri izracˇunu je





V delu smo preucˇevali potencialno uporabo metamaterialov kot eno izmed mozˇnih
resˇitev pri dusˇenju hrupa v akustiki in strukturni dinamiki. Zasnovali smo obliko me-
tamateriala in izracˇunali disperzijske krivulje po direktni in inverzni metodi. Preko dis-
perzijskih krivulj inverzne metode smo identificirali frekvencˇno obmocˇje PZF nedusˇenega
metamateriala, preko disperzijskih krivulj direktne metode pa smo fizikalno dogajanje
znotraj PZF podrobneje obdelali za dusˇeno strukturo. V zadnjem delu magistrske
naloge smo metamaterial sˇe izdelali in njegovo sposobnost dusˇenja hrupa znotraj fre-
kvencˇnega obmocˇja PZF primerjali z dvema kontrolnima osnovnima strukturama. Me-
tamaterial je znotraj frekvencˇnega obmocˇja PZF najbolj uspesˇno dusˇil hrup.
Ugotovili smo:
1. Rezultati direktnega in inverznega pristopa izracˇuna disperzijskih krivulj se dobro
ujemajo.
2. Za direktni pristop izracˇuna disperzijskih krivulj numericˇna napaka z narasˇcˇanjem
sˇtevila prostostnih stopenj problema zelo hitro narasˇcˇa.
3. Geometrijska postavitev resonatorjev na realiziran MM slabi valovanja razlicˇno
v razlicˇnih smereh.
4. Zaradi raztrosa lastnih frekvenc resonatorjev je efekt nizˇanja hrupa znotraj PZF
manjˇsi, v frekvencˇnem prostoru pa je eksperimentalni PZF sˇirsˇi od teoreticˇnega.
5. Ob masnem razmerju mratio = 0.1 smo znotraj PZF uspeli znizˇati raven zvocˇnega
tlaka za 4 dB.
Predlogi za nadaljnje delo
V okviru te magistrske naloge je bilo spisane relativno veliko Python kode za izracˇun
disperzijskih krivulj in identifikacijo PZF, ki bi se jo lahko zapakiralo v delujocˇ pro-
gram z graficˇnim vmesnikom. Ta bi nudil hitrejˇso in lazˇjo obravnavo metamaterialov.
Dodelal bi se lahko tudi del kode direktnega pristopa izracˇuna disperzijskih krivulj,
ki je trenutno podvrzˇen relativno veliki numericˇni napaki. Sam program za preracˇun
metamaterialov bi lahko dodatno nadgradili s preracˇunom vpada ravni hrupnosti cˇez
metamaterial, podobno kot je to opisano v [14]. Na tak nacˇin bi dobili tudi absolutno
vrednost znizˇanja ravni hrupa v decibelih zˇe v fazi izracˇuna. V okviru koncipiranja
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metamaterialov in eksperimentalnega dela, bi se lahko zasnovala sˇe kaksˇna druga oblika
matamateriala z vecˇ razlicˇnimi masnimi razmerji resonatorja in osnovne strukture. Na
taksˇen nacˇin bi lahko vpliv masnega razmerja na PZF preucˇevali sˇe eksperimentalno.
Nekaj vecˇ pozornosti bi se lahko posvetilo tudi sami izdelavi metamateriala. Zazˇeleno
bi bilo, da bi se za izdelavo uporabil natancˇnejˇsi FFF 3D tiskalnik, ali pa bi se upora-
bila druga tehnika 3D tiskanja, kot sta na primer SLA in SLS. Na tak nacˇin bi dosegli
manjˇsi raztros lastnih frekvenc resonatorjev metamateriala, kar bi privedlo do boljˇsega
ujemanja eksperimentalnih rezultatov z izracˇunanimi.
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Priloga A (Matrike D˜1-D˜9)
D˜1 =



















⎡⎣ DBL,BL +QBL,BRDBR,BRQBR,BL +QBL,TLDTL,TLQTL,BL +QBL,TRDTR,TRQTR,BLDL,BL +QL,RDR,BRQBR,BL
DB,BL +QB,TDT,TLQTL,BL










Priloga A (Matrike D˜1-D˜9)
D˜6 =




⎡⎣ DBL,BRQBR,BL +QBL,TLDTL,TRQTR,BL DBL,RQR,L 0DL,BRQBR,BL DL,RQR,L 0
DB,BRQBR,BL +QB,TDT,TRQTR,BL DB,RQR,L 0
⎤⎦ (7.7)
D˜8 =




⎡⎣ DBL,TRQTR,BL 0 0DL,TRQTR,BL 0 0
DB,TRQTR,BL 0 0
⎤⎦ (7.9)
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